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ПРЕДИСЛОВИЕ

Предлагаемое пособие посвящено планиметрии -  предмету, 
традиционно «нелюбимому» многими школьниками и «страшно­
му» для большого количества абитуриентов.

Эти «нелюбовь» и «страх» вполне объяснимы. Преподавание 
планиметрии в средней школе начинается в 7 классе. Этот пред­
мет требует запоминания большого количества геометрических 
фактов и точных формулировок. Перенасыщенность курса теоре­
тическим материалом усугубляется ограничениями по времени 
при его изложении на уроках. Учитель часто бывает вынужден 
«выдать» весь программный материал, не успев уделить достаточ­
но времени решению задач.

К сожалению, преподавание планиметрии по-существу закан­
чивается в конце 9-го класса. В 10-11 классах школьникам пред­
лагается изучение стереометрии -  предмета, безусловно, интерес­
ного, но для абитуриентов ещё более «страшного» и почти не вос­
требованного на вступительных экзаменах в вузы. В то же время 
планиметрические навыки решения задач, оставаясь неактивны­
ми, «благополучно» теряются. Результатом такой несогласован­
ности программ является очень низкий процент решения плани­
метрических задач на вступительных экзаменах.

Вместе с тем общепризнано, что планиметрия является предме­
том, очень хорошо развивающим мышление учащегося. И, конеч­
но, неспроста в вузах с повышенными требованиями по математи­
ке решение планиметрической задачи на вступительном экзамене 
является для экзаменаторов хорошим критерием при отборе аби­
туриентов для дальнейшего обучения.

Важным в процессе изучения любого предмета является инте­
рес к нему, который возникает у учащегося только тогда, когда за­
дачи «получаются». При этом в геометрии знание теоретического 
материала совсем не гарантирует успеха в решении задач. Для то­
го, чтобы задачи начали получаться, их нужно перерешать доста­
точно много. Кроме того, большой объем разнообразной теорети­
ческой информации становится интересным только тем, кто уже 
почувствовал радость от решения геометрических головоломок.



Предисловие

Проблема при решении геометрической задачи часто заключа­
ется и в том, что, начиная решать, учащийся никак не обозначает 
ни цель своих действий, ни их последовательность и, использовав 
од ну-две известные ему теоремы, буквально «вязнет» в собствен­
ных выкладках. Поэтому с самого начала надо учиться разбивать 
решение задачи на отдельные самостоятельные мини-блоки.

В первых трёх главах этой книги читатель на примере модель­
ных задач познакомится с наиболее распространёнными из этих 
мини-блоков, попробует вместе с авторами и самостоятельно раз­
решить задачи, которые в дальнейшем станут элементами более 
сложных геометрических конструкций. Последующие две главы 
помогут читателю обобщить приобретённый опыт и развить навы­
ки самостоятельного решения задач.

Представленная книга -  практическое пособие, её цель -  научить 
читателя решать планиметрические задачи, основываясь на базо­
вых геометрических знаниях. При этом обоснование самих элемен­
тов теории, построение замкнутой согласованной теоретической мо­
дели в геометрии здесь не рассматривается. Во-первых, теоретиче­
ский материал достаточно полно изложен в школьных учебниках и 
в различных учебных пособиях (их список приводится на 
стр. 230-235), а, во-вторых, хорошее знание теории абсолютно необ­
ходимо только сдающим устный экзамен.

Автора настоящего пособия, являясь сотрудниками механи­
ко-математического факультета МГУ и кафедры высшей матема­
тики ГУ ВШЭ, в то же время более 20 лет ведут занятия по матема­
тике в специализированных классах математического и экономи­
ческого профиля школы № 25 ЮЗАО г. Москвы, большая часть вы­
пускников которых ежегодно становятся студентами МГУ и дру­
гих ведущих вузов страны. В этой книге обобщён наш опыт препо­
давания геометрии школьникам.

Надеемся, что предлагаемое пособие будет интересно всем же­
лающим самостоятельно повторить планиметрию, поможет аби­
туриентам освоить доступный для себя уровень геометрической 
подготовки. Большой набор задач разного уровня сложности по­
может при проведении учебных занятий учителям школ (как ба­
зовых, так и специализированных), а также преподавателям 
кружков и подготовительных курсов.



ГЛАВА 1. ТРЕУГОЛЬНИКИ
§ 1 .1 .  РАСЧЁТ ТРЕУГОЛЬНИКОВ

Треугольник — составная часть практически любой геометри­
ческой конфигурации, поэтому расчёт треугольников — одна из 
первых задач, с которой учащиеся знакомятся в средней школе. 
Суть этой задачи состоит в том, чтобы, зная опредёленные элемен­
ты в треугольнике, найти все остальные его элементы.

Формирование навыков в решении этой задачи — цель настоя­
щего параграфа. Расчёт треугольника — это тот геометрический 
модуль, который должен быть хорошо отработан, ибо от его 
чёткой реализации зависит продвижение в решении множества 
геометрических задач.

Решение задач на расчёт треугольников чаще всего базируется 
на знании следующих фактов:

1. Теорема синусов:з т А  з т В  зтС
2. Теорема косинусов:

= 2 Я.

а2 =Ъ2 +с2 -2ЪссозА. (2)

3. 8-формулы (формулы для пло- 
1 1

щади): 8=~сНс = —аЪзтС= рг = 
А А

аЬс ,-----------------------
= =л1р(р-а)(р-Ъ)(р-с). (3)

(1)

В

Здесь и далее (если не сказано другое): а,Ъ,с — стороны треуго­
льника; А, В, С — соответствующие противоположные им углы;

а+Ъ+с
Нс — высота, проведённая к стороне с; р = — -—  — полупериметр

А
треугольника; 8 — его площадь; г — радиус вписанной в треуголь­
ник окружности; К — радиус описанной около треугольника 
окружности.
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в

4. Биссектриса любого угла 
треугольника делит противо­
положную сторону на части, 
пропорциональные прилежа­
щим сторонам треугольника: 
а са
ъ =7~‘ <4 >Ь сь

5. Медианы  треугольника 
пересекаются в одной точке и 
делятся в этой точке на отрез­
ки, длины которых относятся 
как 2:1, считая от вершины.

6. Центр описанной вокруг 
треугольника окруж ности  
(точка, равноудалённая от его 
вершин) является точкой пере­
сечения серединных перпенди­
куляров, проведённых к сторо­
нам треугольника.

7. Центр вписанной в треу­
гольник окружности являет­
ся точкой пересечения биссек­
трис углов треугольника.

8. Сумма внутренних углов треугольника равна 180°.
9. Против большей стороны в треугольнике лежит больший 

угол. И наоборот, против большего угла лежит большая сторона.
10.Сумма любых двух сторон треугольника больше третьей 

стороны.

Мы не будем приводить здесь выводы хорошо известных гео­
метрических утверждений и теорем. Для этого существует много­
численная литература (см., например, учебники [1-9] и учебные 
пособия, список которых приведён на стр. 230-235). Наша задача 
— научиться применять эти знания в решении практических за­
дач.
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Проиллюстрируем на различных примерах, как, используя пе­
речисленные выше факты, добиться результатов в решении клю­
чевой геометрической задачи на расчёт треугольников.

Задача 1. Найти сторону АС в А АВС, если ВС = 6, АВ = 5, а ме­
диана, проведённая к стороне ВС, тоже равна 5.

Решение. Видим, что в треугольни­
ке АВВ заданы три элемента: АВ = 5,
АП = 5, ВП = 3 (т. к. В — середина 
ВС). Логично поэтому предположить, 
что мы можем найти все другие эле­
менты этого треугольника. Замечаем, 
что если мы найдём созВ, то задача ре­
шена, ведь тогда неизвестную сторону 
АС мы сможем найти по теореме коси­
нусов для А АВС.

Таким образом, план решения готов. Теперь — реализация. 
Почти не думая, мы находим созВ из теоремы косинусов для

АВ2+ВД2-А1>2 52+32- 5 2 3
ДАШ): 0035 = ̂ ^ ^ -  = ̂ ^ -  = ̂ .  Поэтому из тео-

ремы косинусов для А АВС получим: АС2 = АВ2 + ВС2 -
3

2 АВ ВС созВ==52+62-2-5  6 — = 43,иАС = л/43.

Ответ: л/43.
Заметим, что если на первом шаге решения всё же немного по-

ВВ 3
думать, то созВ находится гораздо проще: созВ = . _ =т~ (мы2 • АВ 10
мысленно провели в равнобедренном ААВВ высоту и медиану АйГ 
и воспользовались тригонометрическими соотношениями в пря­
моугольном треугольнике АВН). Такие упрощающие ходы в пла­
ниметрии встречаются довольно часто.

Нет ничего страшного, если на первых порах где-то у вас будут 
более длинные решения — важно, чтобы они были правильными. 
По мере накопления опыта вы постепенно научитесь видеть эти 
более короткие ходы. И — мы уверены в этом — в процессе работы 
с книгой вы неоднократно будете находить более короткие реше­
ния, чем у авторов этой книги. Если они окажутся ещё и правиль­
ными, то наша цель будет достигнута!
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Задача 2. Найти сторону АВ в ААБС, если АС = ВС = 1, 
АА = 30°.

Решение. Если подойти к зада­
че формально (а в таком подходе 
иногда ничего плохого нет), то из 
теоремы косинусов А В 2 + АС2 -  
-  2А В  АСсозА = ВС 2 получим 
А В 2 + I 2 -  2АВ 1 созЗО0 = I 2. От- А 1 С 
сюда АВ2 -  АВ-л/З = 0, и АВ  = л/3
(второе решение АВ = 0 явно не подходит). Ответ получен.

Всё в этом решении верно, но получилось, как и в предыдущей 
задаче, словно «из пушки по воробьям»... Гораздо лучше заметить, 
что, раз треугольник равнобедренный, то СВ — его медиана, бис-

л/З г
сектриса и высота. ПоэтомуАБ=АС созЗО0 = — , аАВ = 2АБ = V3.Са

Ответ: л/3.

Задача 3. Найти площадь ЛАБС, если АС = 1, АА = 60°,

Решение. Из основного тригонометрического тождества получим
2 27 1 1

81П В = 1 -  —  = — , поэтому з т В  = —т=. Обратим внимание, что у28 28 2л/7
синуса выбран знак «+», так как в треугольнике все углы меньше
180°. Далее удобно воспользоваться теоремой синусов для вычисле-

з т А  л/3-2л/7 ,—ния стороны ВС: ВС = АС ~ —— = 1*-------   = л/21. Для получения81ПВ 2
искомой площади можно предложить два пути.

Используя теорему косинусов (л/21) = I 2 4- АВ2 -  2 • АВ  • 1 • —, изСа
квадратного уравнения находим АВ (учитываем при этом, что

1 л/3
АВ > 0): АВ = 5. И в результате ВАВС = — -1-5-— .Са Са

А можно вычислить синус угла между двумя известными сторона­
ми: 81пС = зт(180° -(А +В)) = зт(А +В ) = зтА созВ +  зтВ созА



л/З Зл/З 1 1  5
= ' 2^7 + 2л/7 ' 2 = 2л/7 * ^  теперь на]̂ д^м площадь по той же фор-

1 ,— 5 5>/3 5л/§
муле:5лвс= - 1 л / 2 1 - ^  = — . Ответ;— .

Задача 4. В равнобедренном треугольнике АВС (АВ = ВС) бис­
сектриса АЬ делит боковую сторону на отрезки ВЬ = 1, ЬС = л/3. 
Найти длину АЬ.

Решение. Так как треугольник 
равнобедренный, то АВ = ВС =
= 1 + А  Таким образом, в треуго­
льнике АВС заданы три элемента:
АВ, ВЬ и ЬС. Попытаемся выразить 
через них другие элементы треуго- д  
льника.

ВЬ АВ
Из свойства биссектрисы АЬ имеем: —— = ——. Отсюда АС =ЬС АС

= л/з(1 +л/3). Далее можно предложить два пути окончания решения.
По формуле для биссектрисы АЬ2 = АВ АС-ВЬ ЬС (о ней 

пойдёт речь в § 1.4) легко находится АЬ. Если вы знаете эту фор­
мулу (и знаете, как её доказать!), то именно так и нужно продол­
жать решение.

Если же нет, то, зная основание и боковые стороны равнобед­
ренного треугольника, можно определить косинус угла при осно-

ь ■-
вании: созС = — (мы так уже делали в предыдущих задачах). В на-сл1

л/З
шем случае созС = -г-. Далее по теореме косинусов после простых, 

но громоздких выкладок получается АЬ2 = 6 + Зл/З.

1 ■ 1 ■ Расчёт треугольников ___    9

Ответ: д/б+Зл/З.
Заметим, что от внешнего радикала при желании можно изба-

I т= 112+бТз (З+л/з)2 з+л/З Зл/2+л/б
виться: л/б+З^З -  ^  2 V 2 72 “  2 *
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Задача 5. В треугольнике АВС сторона АС = 5, высота ВН  = 2. 
Найти длину медианы АМ  к стороне ВС = 4.

Решение. Найдя 3 А 5 2 = 5, можно определить зтС  =

2 8 л в с  1= . Теперь из теоремы косинусов для ЛАМ С несложноАл_/ * а
найти АМ. Но прежде найдём созС. Важно не забыть, что из уело-

1 л/3
вия зтС  = —, следует не только то, что АС = 30° (т.е. созС = —-), но и 

А А

то, что ^С = 150° (созС Это означает наличие у этой задачи

двух решений, соответствующих острому (рис. 1) и тупому (рис. 2) 
углам С. И поэтому возможных длин АМ, найденных по теореме
косинусов, тоже будет две. Ответ: л/29±10л/3.

В

В процессе решения, как это нередко бывает, алгебра помогла 
нам «увидеть» неединственность геометрического рисунка. Но ес­
ли бы мы были невнимательны, то при переходе от соз2 С к созС 
вполне могли бы «потерять» знак и, как следствие, потерять вто­
рое решение.

Точно так же второго решения в этой задаче вполне можно было 
бы не заметить (и, в результате, привести неполное решение), если 
сразу искать угол С из прямоугольного треугольника ВСН , вы­
полнив только рис. 1 (ведь так даже, на первый взгляд, проще!). 
Причём значение 30° просто «бросается в глаза»: катет равен поло­
вине гипотенузы... В данном случае мы были бы «заложниками» 
собственного чертежа, и только хорошо развитая геометрическая 
интуиция, а также критическое отношение к собственным рисун­
кам могли бы быть нашим спасением.
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Задача 6. Найти сторону ВС треугольника АВС, если / А  = 60°, 
радиус вписанной окружности г = 1, а высота В Н , опущенная из 
вершины В, равна 3.

Решение. В прямоугольном треу­
гольнике АВН  (см. рис. 1 ):АН =
= ВН  с^60° = л/3 . Учитывая, что
ОА — биссектриса угла А  (т .к . 
центр вписанной окружности яв­
ляется точкой пересечения биссек- А Н Б С
трис), из прямоугольного треуголь­
ника АОБ находим АО = г • с1&30 ° = Рис. 1
= л/3. Теперь трудно не заметить равенство АН = АО, что говорит о 
совпадении точек Н  и О. Это повод для того, чтобы нарисовать но­
вый чертёж.

Сделаем небольшое отступление, отметив роль чертежа при ре­
шении геометрической задачи.

Запомните! Аккуратно выполненный чертёж очень помогает 
при решении задачи, может «подсказать» какие-либо соотноше­
ния между элементами геометрической фигуры, навести на 
мысль о каких-либо свойствах объекта, активизирует геометриче­
скую интуицию. Сколькр раз мы сначала замечали равенство от­
резков или параллельность прямых из рисунка, а уж потом толь­
ко получали эти факты из решения. Поэтому, если при решении 
задачи появляются какие-то условия, меняющие структуру чер­
тежа, не поленитесь и потратьте лишние две минуты на создание 
нового, адекватного условиям рисунка.

Однако будьте осторожны! Ино­
гда чертёж может быть причиной в
неполного решения (как в преды­
дущей задаче), а то и просто под­
сказать неверные факты. И помни­
те: всё, что «привиделось» из черте­
жа, должно быть строго доказано 
без ссылок на этот чертёж.

Вернёмся к нашей задаче. Сделав 
новый рисунок (рис. 2), обратим 
внимание на то, что центр О впи­
санной окружности теперь уже ле- Рис. 2



12 Глава 1. Треугольники

жит на высоте ВН  и поэтому ОВ = 2. Проведя радиус в точку Р ка­
сания этой окружности со стороной АВ, получим прямоугольный 
треугольник ОРВ, у которого катет ОР равен половине гипотену­
зы ОВ. Следовательно АРВО = 30°, а учитывая, что ВО — биссект­
риса, АВ = 60°. Значит, треугольник АВС — равносторонний и 

ВН
ВС = АВ  = . = 2л/3. Ответ: 2л/3.

8 И1 6 0

И снова, тот же результат можно было бы получить гораздо бы­
стрее, зафиксировав сначала равнобедренность ААВС из условия 
совпадения биссектрисы с высотой В Н , а затем показав, что треу­
гольник — равносторонний (АА = АС = 60°).

При рассмотрении этих первых задач параграфа можно обнару­
жить некоторые закономерности:

1. Для определения любых элементов треугольника, или, как 
говорят, для полного разрешения треугольника, мы в условии за­
дачи всегда изначально фиксировали наличие ровно трёх его эле­
ментов.

2. Эти три элемента не были связаны между собой никакими со­
отношениями — их нельзя встретить вместе ни в одной из геомет­
рических формул. Такие элементы в математике называются не­
зависимыми.

3. Задав три независимых элемента в треугольнике, мы, тем не 
менее, не всегда получали однозначное решение задачи (к этому 
надо быть готовым).

Поэтому вывод, который мы можем уже сейчас сформулиро­
вать и который подтверждён решением множества задач на расчёт 
треугольников, звучит так:

С  Зная любые три независимых элемента в треугольнике 
обычно можно найти все остальные его элементы.

ЧН1
Этот геометрический факт должен присутствовать в сознании 

решающего задачу. Конечно, при этом надо понимать, что такая 
задача не всегда имеет однозначное решение (например, две сторо­
ны и угол, прилежащий только к одной из них, определяют, как 
правило, два различных треугольника), что эта задача далеко не 
всегда бывает простой (иногда трудной, а иногда такой трудной, 
что легче попробовать поискать другие пути решения). Но, тем не 
менее, встретив при решении задачи треугольник с тремя незави­
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симыми элементами, вполне можно планировать дальнейшее 
продвижение в её решении, используя при необходимости любые 
другие элементы этого треугольника.

Неискушённому читателю, наверное, не до конца ясно, что та­
кое три независимых элемента. Не будем вдаваться в «дебри тео­
рии», а скажем только, что если у вас есть три элемента, но при 
этом один из них выражается через два других, то это означает, 
что на самом деле вы знаете не три, а только два элемента! А неза­
висимые элементы друг через друга не выражаются.

Хорошей иллюстрацией сформулированному выводу является 
множество различных задач на построение циркулем и линейкой. 
Этот класс задач обладает своей спецификой и не является пред­
метом обсуждения в данной книге. Однако для развития геомет­
рической интуиции полезно проводить исследование на однознач­
ность геометрической конструкции, исходя из возможности вы­
полнить данное построение. Разберём несколько примеров, не 
требующих специальных геометрических знаний.

Пример 1. Построить треугольник АВС по стороне АВ = с, при­
лежащему к ней углу а  и высоте Нс, проведённой к этой стороне.

Решение. Строим угол а, на од­
ной из его сторон откладываем от­
резок АВ длиной с. Далее, восста­
навливаем из любой точки прямой 
АВ перпендикуляр к этой прямой 
длиной Нс, а затем проводим через 
его вершину прямую, параллель­
ную АВ. В точке пересечения этой
прямой со второй стороной угла а  получим третью вершину С ис­
комого треугольника. Такое пересечение единственно, поэтому 
алгебраическое решение такой задачи будет однозначным (т. е. за­
данные в условии три элемента независимы).

Пример 2. Построить треугольник АВС по двум сторонам 
АВ = Ъ, ВС = с и острому углу а  с вершиной А.

Решение. Для построения треугольника сначала так же, как и в 
предыдущей задаче, строим угол а, отмечаем на одной из его сто­
рон вершины треугольника А и В, а затем строим окружность с 
центром в В и радиусом с. Пересечение этой окружности со второй
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стороной угла а  возможно только 
при определённых значениях ве­
личины с и в  общем случае проис­
ходит в двух точках С1 и С2, что со­
ответствует двум различным треу­
гольникам АВС1 и  АВС2, все пара­
метры которых в каждом из случа­
ев определяются однозначно. Таким образом, заданные три эле­
мента — независимы. И это несмотря на то, что получается два ре­
шения.

Внимательный читатель заметит, что в этой задаче два решения 
будет не всегда. Действительно, если окружность с центром В ка­
сается прямой АС (это будет иметь место, если заданные в условии 
параметры связаны соотношением с =Ь81 па), то решение будет од­
но. Одно решение будет и в случае с >Ь (подумайте почему). А если 
с <Ьз т а ,  то решений не будет вовсе.

Пример 3. Построить треугольник АВС по стороне АС = Ъ, вы -! 
| соте АН  = к и медиане АМ  = т.

Решение. Из произвольной точки Н  на некоторой прямой вос­
станавливаем перпендикуляр, на котором откладываем отрезок 
АН  длиной к. Затем, проведя окружность с центром в точке А ра­

диусом Ъ до пересечения в точке С с 
этой прямой (что возможно только при 
Ь>к) ф иксируем  прям оугольны й  
ААСН. Этот треугольник единствен­
ный, несмотря на то, что пересечений у 
окружности и прямой при Ъ > к будет 
два (просто второй случай полностью 
симметричен первому, поэтому полу­
чается равный треугольник). Далее 
(рис. 1) проводим окружность с цент­
ром в точке А и радиусом т (т > к) до 

пересечения с прямой СН в точках М х и М2.
Отложив на СН отрезки М 1В 1 = СМХ (рис. 2) и М 2В 2 = СМ2 

(рис. 3), в каждом из двух случае получим третью вершину треу­
гольника. Мы опять получили, что трём заданным элементам Ъ, 
т, к (Ъ>к, т>к) соответствуют в общем случае два треугольника 
АБХС и АБ2С, остальные параметры каждого из которых определя-

С М! н м5



1.1. Расчёт треугольников____________________________ 15

ются (в том числе и алгебраически) однозначно. Решение этой за­
дачи будет единственным в двух случаях: Ъ > т = к (ААВС —
равнобедренный), т>Ь = Н(ААВС — прямоугольный).

И чтобы завершить тему независимых элементов, дадим ещё од­
ну «задачу».

Пример 4. Построить треугольник АВС по стороне АС = Ъ, вы-1 
| соте ВН  = к и площади В.

Ъ

Решение. На произвольной пря- в ^  ^

мой отложим отрезок АС = Ь. Па­
раллельно этой прямой на расстоя­
нии к построим другую прямую (во­
обще говоря, её можно построить - 
как «выше» АС, так и «ниже»: по­
лучаются симметричные рисунки). Где бы на этой прямой не 
располагалась точка В, высота ВН  равна к . При этом площадь

Ък
треугольника АВС равна — . Поэтому если заданное в условии В

ън
равно — , то задача имеет бесконечно много решений, если же

ън
ВФ — , то решений нет. Это как раз и означает, что тройка задан-

ных в условии величин не является независимой: одна из вели­
чин выражается через две другие. И как бы мы ни старались, 
найти другие элементы треугольника, зная указанные три эле­
мента, мы не сможем.

В следующем параграфе мы продолжим исследование задачи на 
расчёт треугольников, делая акцент на том, что часто для её разре­
шения приходится прибегать к использованию алгебраических 
приёмов.



Задачи для самостоятельного решения

1 (МГУ, физич. ф-т, 1995). В треугольнике даны два угла а  и (3 и ра­
диус Е описанной окружности. Найти высоту, опущенную из вер­
шины третьего угла треугольника.

12 ,
2. В треугольнике АВС площадью —  см известны стороны 

6
АС = — см, ВС = 1 см. Найти длину стороны АВ.

5
3. Найти площадь ААВС, если АС = 1, ВС = 2, АВАС=60°.
4. В равнобедренном треугольнике основание равно 8, а высота, 

проведённая к основанию, равна 3. Найти высоту, опущенную на 
боковую сторону треугольника.

5 (МГУ, геолог, ф-т, 1972). Дан треугольник АВС, в котором угол В 
равен 30°, АВ = 4 см и ВС = 6 см. Биссектриса угла В пересекает 
сторону АС в точке В. Определить площадь треугольника АВ1).

6 (МГУ, эконом, ф-т, 1995). В треугольнике АВС сторона АВ = 6, 
АВАС = 30°, радиус описанной окружности равен 5. Найти сторо­
ну АС.

7. В равнобедренном треугольнике АВС (АВ = ВС) биссектриса 
СЬ пересекается с высотой ВН  в точке О так, что НО : ОВ = 1:2. 
Найти длину стороны АВ, если радиус вписанной в треугольник 
АВС окружности равен 1.

8. В равнобедренном треугольнике АВС, стороны которого АС = 
4 и АВ = ВС = 6, проведены биссектрисы АИ  и СМ углов при осно­
вании. Определить длину МИ.

9. В равнобедренном треугольнике АВС (АВ=АС) угол при вер­
шине А равен 2а. Прямая, проходящая через вершину В и центр О 
описанной около треугольника АВС окружности, пересекает сто­
рону АС в точке И. Найти В1), если АС = Ь.

10. При повороте с центром в точке С на угол а  (а < /^ )  треуголь­
ник АВС переходит в треугольник ИЕС. Точка Е является образом 
точки В и лежит на стороне АВ. Точка 1) -  образ точки А. Найти 
углы треугольника АВС, если АС перпендикулярно ЕЙ.
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Напоминаем, что в конце книги ко всем задачам  
даны ответы и указания.



§ 1.2. АЛГЕБРАИЧЕСКИЙ ПОДХОД К РЕШЕНИЮ 
ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧ

Продолжая обсуждение темы предыдущего параграфа, отме­
тим, что далеко не всегда в геометрических задачах удаётся идти 
от заданных элементов и продвигаться в решении, используя упо­
мянутые формулы (1) -  (4), «рассчитывая» при этом треугольни­
ки один за другим. Чаще всего известных элементов в этих форму­
лах не хватает или они «разбросаны» по разным треугольникам.

В этих случаях часто поступают как при решении текстовых за­
дач в алгебре. Недостающий элемент называют неизвестной вели­
чиной х  и выражают через неё другие элементы геометрической 
конфигурации. После чего для х  ищется «замыкающее соотноше­
ние». Как правило, это происходит, когда удаётся один и тот же 
отрезок или угол выразить через х  двумя различными способами 
или же «связать» различные элементы, выраженные через х, фор­
мулами (1) -  (4) или какими-либо другими геометрическими зави­
симостями.

Разберём эту процедуру на примерах.

Задача 1. Найти основание равнобедренного треугольника, ес­
ли высота, опущенная на это основание, равна 5, а высота, опу­
щенная на боковую сторону, равна 6.

Решение. В треугольнике АВС 
заданы всего два элемента — это­
го явно мало, треугольник по 
двум элементам не определяется.
Но есть ещё одно соотношение: 
равенство сторон АВ  и ВС. Из это­
го равенства следует, что ВМ  — 
высота, медиана и биссектриса.
Поэтому, если обозначить 

х
АС = х у то МС = а поэтому по

2 А  х /2  М х /2  С
теореме Пифагора ВС2 = ВМ 2 +

2 ^+ МС = 2 5 + ——.Замыкающее со- 4
отношение получится, если мы запишем площадь треугольника
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А С В М  х-5
двумя способами. С одной стороны, 5  =    = а с другой

и и

25+ - 6ВС АЛ  X "  4 х 2стороны, 5  = -------   = -------   . Поэтому л|25+—  -6 = х-5, и л и

я 36 25 6 5 15
= 25х . Отсюда 16х =36-25, х  = ———, х = —— = — .16 4 2

Ответ: 7,5.

36
/  2 \  X
25+—

V 4  У

Задача 2. Найти площадь равнобедренного треугольника с уг­
лом при основании 30°, если медиана, проведённая к боковой 
стороне, равна 7.

\  X

.X  7_ *

1 ....... . .?<*К
Н

Решение. Попытки выразить

какие-то элементы ААВС через 
медиану и угол ни к чему не 
приводят. Естественно поэтому 
ввести какую-то неизвестную 
величину и затем искать для неёд 
подходящее уравнение. Обозна­
чим ВВ = ВС = х, тогда ВС = АВ  = 2х . Из прямоугольного треуго­
льника ВНС с острым углом 30° находим ВН  = х, НС = дсл/З. Далее 
по теореме косинусов для ААВС (А В 2 = А С 2 + В С 2 -  
2 • АС ВС'созЗО0) получим замыкающее соотношение 72 = (2хл/з)

+ х -  2 '2х4%Х'-^—, откуда х = л/7. Поэтому искомая площадь равна

А С В Н  2ху/ З х
‘* 2л/3 = 7л/3. Ответ: 7л/3.2 2

Кстати, ещё проще было получить замыкающее соотношение из 
теоремы косинусов для ААВВ со сторонами х  и 2х и углом 120°.

Задача 3 (МГУ, ф-т почвовед., 1997). В треугольнике АВС угол С 
равен 120°, а биссектриса угла С равна 3. Длины сторон АС и СВ 
относятся как 3:2 соответственно. Найти тангенс угла А и сторо­
ну ВС.

Решение. Выбор неизвестной достаточно естественен и следует из 
условия: АС = Зх, ВС = 2х. Тогда по теореме косинусов для ААСЬ по­
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лучим А1} = (Зх)2 + З2 — 2-Зх-3-~т,Л
АЬ = V9 х 2 -9д;+9, по теореме ко­
синусов для АСЬВ аналогично по­
лучаем ЬВ = л!Ах2 -6д;+9.

Искомое замыкающее соотно­
шение следует из теоремы о бис-

АЬ АС 3 
сектрисе: —  = —  = - .  Отсюда

л/9я2 -9Я+9 3 х 2-л:+1
: х = ~ . Поэтому БС = 5.

л/4х2-6х+9 2’ 4*2-6л;+9 4’ 2'
Ответ на второй вопрос задачи (точнее, на первый) можно ис­

кать по-разному. Можно, зная БС, найти все стороны треугольни­
ка АВС, а затем, используя теорему синусов, найти все углы.

А  м ож н о ср азу  (д а ж е до  вы числения БС) записать теорем у сину- 
81п А  БС 2 81п А  2 

сов для  ААВС: ——— = —— = —, . — — = — (АВ = 60° -  АЛ — это
81ПБ АС 3 81П(60 - А )  3 '

следует из суммы углов треугольника), З зтА  = 2(зт60° созА-
г  л/з л/3

—соз60° • зш А),4зтА  = л/ЗсозА, 1&А = — . Ответ:— ; 5.

Заметим, что если сначала найти Ъ&А, то можно искать БС и
БС ЬС 81П АВЬС

по-другому: —;—/ т > т ^  =  р (теорем асинусов),БС == ЬС
31П

381П(60° +А)

8111 АВЬС 81ПВ ’ 8111В
' Л  1 'С08А + “ 81ПА
V 2_______ 2 У з(л/5+*еа)

81П(60°-А )  7 з 1 . л/зт *еА 3 /-
—  С08А--81ПА

А можно вообще всё сделать иначе! С предыдущими решениями 
совпадает только начало: АС = Зх, БС = 2я. После этого из теоремы 
косинусов для ААВС находим АВ  = Лл/19. И теперь из следствия к

А Б2+АС2-Б С 2 4 
той же теореме: соз А = ---- 2 АБ АС-------= л/19 ^  тепеРь легко нахо­

дятся и 1% А, и л: (из ААСЬ).
Разные пути решения задач встречаются довольно часто. Ко­

нечно, всегда хочется найти самое красивое и изящное решение. 
Но в условиях экзамена особо злоупотреблять этим не стоит. Если
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вам удалось найти решение задачи, которое является правиль­
ным, но при этом не вполне удовлетворяет вашим эстетическим 
воззрениям, то можно, конечно, некоторое время поискать нечто 
более красивое, но только совсем недолго! Важно вовремя остано­
виться и изложить в чистовике это «некрасивое» решение. Если 
оно правильное, его вам обязаны зачесть. А за «красоту», кстати, 
никаких дополнительных баллов не дают. Да и не всегда оно су­
ществует, это «красивое» решение...

Задача 4. Найти радиус вписанной в треугольник АВС окруж­
ности, если АВ  = 4у АС = 5, а радиус описанной окружности К =л/7.

Решение. Нет ни одной формулы, в 
которой заданные в условии три эле­
мента ААВС могли бы быть «связаны» 
без использования неизвестных вели­
чин. Поэтому надо определиться в вы­
боре неизвестной.

Пусть, например, это будет величина 
угла А. Тогда из теоремы синусов следу­
ет ВС = 2л/7 81пх, а из теоремы косину­
сов — ВС2 = 42 + 52 -  2 • 4- бсозх. Поэтому 
замыкающее соотношение для х: (2л/7 зт х) = 42 + 52 -  2-4-5со8л:.

Отсюда следует тригонометрическое уравнение 28соз2 х -  
-40со8Х + 13 = 0, решая которое, получаем два возможных значе-

1 13
ния для созх: — и — .2 14

Найдём для каждого из них соответствующие значения зт х  и
5

длину стороны ВС, после чего по формуле г = — вычислим значе-
Р

ние радиуса вписанной в ААВС окружности:
1 л/з ,— г  10л/3

1) созх = з т х  = — , ВС = V21, = 5л/3, г = 9+^ р

13 Зл/З Зл/21 15л/3 10л/з
2) созх = *

10л/3 Юл/З 
Ответ:-----р=;-------т = .

9+л/21 21+л/21

Ы ,3 т х -  1 4 > ^  7 7 .г  21+л/21



Видим, что неединственность геометрической конфигурации 
опять «подсказана» алгебраическими действиями. При этом пре­
дусмотреть заранее, что в такой задаче будет два различных реше­
ния, не всегда возможно. Однако, получив различные ответы, не­
обходимо представить для себя геометрически оба случая (мы это 
сделали на рисунке), чтобы обосновать эту неединственность.

Нередко для удачного разрешения задачи одной неизвестной 
бывает недостаточно. Однако введение нескольких неизвестных 
никаких принципиальных отличий в решение не добавляет. 
Единственное, за чем необходимо следить, это за совпадением ко­
личества замыкающих соотношений с количеством выбранных 
неизвестных.

1,2, Алгебраический подход  21

Задача 5. В треугольнике АВС медианы ВЫ и АМ  перпендику­
лярны. Найти длину стороны АБ, если ВС = л/17, АС = 2л/2.

Решение. Обозначим через х 
треть длины медианы АМ, через 
у — соответственно треть длины 
медианы ВЫ, тогда по свойству 
медианы АО = 2х, ВО = 2у (здесь 
О — точка пересечения медиан 
треугольника АВС). Учитывая,

л/17
что по условию ВЫ = МС = ~,

АЫ = ЫС = л/2, в качестве замыкающих соотношений можно вы­
писать теорему Пифагора для прямоугольных треугольников 

4х2 +у2 =2, г
0 17 Отсюда х 2 = - ,  у 2 =1, а искомая вели-

х 2+4у2= — . 4 .

чина АВ2 = 4х2 + 4у2 = 1 +4. Ответ :АВ = л/б.
Сведение геометрической задачи к алгебраической системе 

уравнений — приём в геометрии очень распространённый. Любят 
использовать этот прием и абитуриенты, ибо он переводит задачу 
из «страшной» геометрии в «знакомую» алгебру.

Однако надо всегда иметь в виду, что, уходя от геометрических 
проблем, можно столкнуться с совершенно непреодолимыми 
трудностями в решении самой алгебраической системы. Нередко 
в экзаменационных работах можно наблюдать, как автор, видимо

А01V и БОМ:
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потеряв над собой контроль, вводит в решение задачи одну неизве­
стную за другой, а затем растерянно бросает получившуюся «не­
подъёмную» систему уравнений, втайне надеясь, что экзаменато­
ры хоть как-то зачтут такое решение.

Это самообман. Не доведённая до ответа задача решённой не 
считается. Поэтому делайте только тщательно взвешенные шаги. 
Ведь даже с введением только одной неизвестной решение подчас 
бывает весьма громоздким. А необоснованно большое количество 
неизвестных может полностью «блокировать» процесс решения.

Ещё пример.

Задача 6. В треугольнике АВС биссектриса СЬ пересекается с 
высотой ВН  в точке О. Окружность, описанная вокруг треуголь­
ника ОНС, отсекает на стороне ВС отрезок СЫ = 2. Определить 
длину отрезка ВО, если ВЬ = 1, а /А ЬС  = 150°.

Решение. Обратим внима­
ние на то, что заданные в 
условии элементы являются 
очень «разрозненными» и 
без введения неизвестных 
при решении задачи, пожа­
луй, не обойтись.

Заметим сразу же, т. к.
/.ОНС — прямой, то ОС — 
диаметр заданной в условии 
окружности, а значит /ОЫС — тоже прямой. Поэтому треуголь­
ники ОНС и ОЫС равны и НС = А!С = 2.

Обозначим через х  искомую величину ВО, /АС Ь = /Ь С В =(р. Тог- 
2

да из АВНС: ВС =  — , из А ОНС: ОН = 21яф. И первое замыкаю-соз2ф
щее соотношение следует из свойства биссектрисы угла С в АВНС: 

ВС 2 ^ ф
(1)

X
ОН

——  ИЛИ X  =  -2 соз2ф
Другое замыкающее соотношение получаем из теоремы синусов

в АВОВ, в котором /В ЬО  = 30°, а /Ь О В  = 90° -ф (как вертикаль-
1 х  1

ный к /НОС). Тогда .  ~= . или х=~------ . (2)зт(90° -ф) зтЗО 0 2созф*



Далее, приравняв х  из (1) и (2), получим тригонометрическое
л/6

уравнение соз2ф = 4зтф , решение которого зтср = — -1.
а
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Из ААЬС следует, что ф<30°, поэтому созф>0. Значит, созф 

= д/л/б-—. Откуда уже из соотношения (2) легко найти х. Получа-

лДч/б+б 14л/б+6 |2л/б+3
ем: х =

^4л/б-6 ^ ( л/4ч/б-б)(л/4л/б+б) 60 V 30

2л/б+3 
Ответ; -у — .

Отметим в заключение, что выбор неизвестных не всегда 
удаётся сделать наиболее рациональным и решение от этого зна­
чительно усложняется. Попробуйте, например, в последней зада­
че в качестве второй неизвестной вместо угла ф взять ВС = у . Ре­
шение сразу же станет гораздо более громоздким.

Замыкающие соотношения:
1) (х+ОН)2 + 4 = г/2 (теорема Пифагора);

2х
2) ОН = —  (свойство биссектрисы угла С);

У

3) . = о 9 гДе ОС = л10Н2 +4 (теорема синусов в АВОЬ).зтЗО 2/ОС
Решить такую систему, может быть, и возможно, но мы убеди­

лись, что использование тригонометрии значительно ускорило 
процесс решения.

Поэтому формулируем очередной совет: если в процессе реше­
ния получилась «нерешаемая» система, подумайте, нельзя ли 
ввести другие неизвестные для того, чтобы упростить процесс ре­
шения.
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Задачи для самостоятельного решения

1. В треугольнике АВС на стороне АС взята точка Б, при этом 
АВ = 1, БС = 2, /А Б В  = 150°. Определить длину стороны АВ, если 
В Б : ВС =л/3.

2. Точка N  лежит на стороне АС правильного треугольника 
АВС. Найти отношение радиусов окружностей, описанных около 
треугольников АВЫ и АВС, если АЫ : АС = п .

3. Внутри прямого угла дана точка М, расстояния которой от 
сторон угла равны 4 и 8. Прямая, проходящая через точку М, от­
секает от прямого угла треугольник с площадью 100. Найти кате­
ты треугольника.

4. В треугольник АВС площади $  вписана окружность радиуса 
г, которая касается сторон АС и ВС соответственно в точках М  и N. 
Найти АС, если АМ  : МС = 2:3, ВЫ : АТС = 5:6.

5. В треугольнике АВС угол при вершине В равен 70°, на стороне 
АВ расположена точка Е так, что АЕ  = 5. Отрезок ЕС содержит 
точку Б , при этом АВ = ВС, ААБС = 110°. Найти ЕС.

6. Прямая, проходящая через середину стороны правильного 
треугольника и составляющая угол а (0 °< а < 9 0 ° )с  этой сторо­
ной, отсекает треугольник от исходного треугольника. Найти от­
ношение площадей исходного треугольника и отсечённого треуго­
льника.

7 (МГУ, химич. ф-т, 2001). В равнобедренном треугольнике с осно­
ванием АС проведена биссектриса угла С, которая пересекает бо­
ковую сторону АВ в точке В. Точка Е лежит на основании АС так, 
что ВВ1ВС. Найти длину АВ, если СЕ = 2.

8 (МГУ, физич. ф-т, 1992). Площадь треугольника АВС равна В, 
угол ВАС равен а  и АС = Ъ. Найти ВС.

9 (МГУ, геологич. ф-т, 1984). В треугольнике АВС длина стороны 
ВС равна 4, сумма длин двух других сторон равна 6. Найти пло­
щадь треугольника АВС, если косинус угла АСВ равен 5/12.

10. Равнобедренные треугольники АВС (АВ = ВС) и БЕЕ (БЕ = 
ЕЕ) равны. Вершины В, Е ,Е  расположены соответственно на про­
должениях стороны ВС за точку С, ВА за точку А и АС за точку С, 
причём прямые ВС и ЕЕ перпендикулярны. Найти углы треуголь­
ника АВС.



§ 1.3. ОСОБЕННОСТИ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ТРЕУГОЛЬНИКОВ

т *
V*

т
ж*

т
X
ж

ж

Наличие в треугольнике прямого угла приводит к значите­
льным упрощениям в формулах (1) -  (4) из §1.1.

Теорема косинусов преобразуется в д 
теорему Пифагора (с2 = а2 + Ъ2), теорема 
синусов больше известна как тригоно­
метрические соотношения в прямоуго-

а Ъ
льном треугольнике (— = зт А , -  = зт В , с с
где АС = 90°), одна из важ нейш их

аЪ
Б-формул: 8 = —  (площадь равна поло­

вине произведения катетов).

Но при этом важно, что прямоугольный треугольник — геомет­
рический объект, имеющий свои особенности, часто помогающие 
значительно упростить решение задач. Перечислим сначала те из 
них, которые можно использовать в решении без дополнительно­
го обоснования:

1. Если описать вокруг прямоугольного треугольника 
окружность, то гипотенуза будет её 
диаметром, а середина гипотенузы 
центром этой окружности, при этом 
м едиана т р еуго л ь н и к а , про­
ведённая из вершины прямого угла , 
равна радиусу описанной окружно­
сти или половине гипотенузы. На

языке формул: т1
с

= 2=К
Верно и обратное утверждение — треугольник, у которого 

центр описанной окружности лежит на середине одной из 
сторон, является прямоугольным.

2. Если в прямоугольном треугольнике провести высоту из 
вершины прямого угла, то образуется три подобных прямо­
угольных треугольника АВС, АБГВ, ВНС. Это легко доказыва-
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в

ется из равенства соответствующих углов АВН  и ВСН, а уже 
из этого следуют две интересные зависимости:

а) квадрат длины высоты треугольника, опущенной из 
вершины прямого угла, равен произведению длин проекций 
катетов на гипотенузу (или 
высота — есть среднее геометри­
ческое из длин этих проекций):
ВН 2 = АН  • НС;

б) квадрат длины катета ра­
вен длине проекции этого кате­
та на гипотенузу, умноженной 
на длину самой гипотенузы: АВ2 
= АС АН.

Есть ещё несколько интересных фактов, касающихся прямо­
угольных треугольников, которые полезно знать.

3. Длина высоты, опущенной из вершины прямого угла, равна 
произведению катетов, делённому на гипот енузу: 

АВ ВС
в я = ^ г -

л:
Доказательство этого факта основывается на записи площади

АВ ВС АС ВН
треугольника двумя способами: 5 = ---   = -----  .

4. В прямоугольном треугольнике сумма длин катетов 
равна сумме диаметров вписанной и описанной окружно­
стей: а 4- Ь = 2г 4- 2В.

Доказательство. Опустив из центра О а

вписанной окружности на стороны треуго­
льника перпендикуляры, получим точки 
касания М, N  и К. По теореме о равенстве 
отрезков касательных, провёденных из од­
ной точки, имеем АМ =АЕ , БАГ = ВК , СМ = 
СЫ = г. Тогда а + Ь =АМ  + МС + САГ + АГБ = 
АК  + г + КВ + г = (АК + КВ) + 2г = АВ  + 2г. 
Поэтому а + Ъ = с + 2г= 2В  + 2г.
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Это свойство прямоугольных треугольников часто используют в 
виде а + Ъ = с + 2г или в виде формулы, выражающей радиус впи-

а+Ъ-с
санной в треугольник окружности через его стороны: г = — -— .&

5. Биссектриса прямого угла прямоугольного треугольника 
является также биссектрисой угла между высотой и медиа­
ной, исходящих из той же вершины.

Доказательство этого факта совер­
шенно очевидно из чертежа. Из пря­
моугольного ААСН: ААСН = 90° -  
-АСАН = 90° -  а  = р, из равнобедрен­
ного АСОВ: АОСВ = АОВС = р. Из то­
го, что ААСЬ = АЬСВ, ААСН = АОСВ, 
следует АНСЬ = АЬСО> что и требова­
лось доказать.

А \ \ Ч

/ос г Г К
А н Ь О Е

Обратное утверждение также верно — треугольник, у ко­
торого биссектриса угла между высотой и медианой, исходя­
щими из одной вершины, является также биссектрисой угла 
между двумя сторонами, исходящими из той же вершины, 

С является прямоугольным. Полезно попробовать доказать это 
утверждение самостоятельно.

А сейчас разберём несколько задач.

Задача 1 (МГУ, географ, ф-т, 1994). Вне прямоугольного треуголь­
ника АВС на его катетах АС и ВС построены квадраты АСБЕ и 
ВСЕС. Продолжение медианы СМ треугольника АВС пересекает 
прямую БР  в точке N. Найдите длину отрезка С2У, если длины 
катетов равны 1 и 4.

Решение: 1) АРСБ = ААВС (по двум сто­
ронам и углу между ними);

2) СМ = МА  (как медиана прямоуголь­
ного треугольника) => АМСА = АМ АС=а  
(обозначим);

3) АМСА = АРСЫ =а (как вертикаль­
ные);

о ______в

А4 \ мЛ
С/  \  Да «А

1
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4) АСРБ = /Л ВС  = 90° - а  (из равенства соответствующих треу­
гольников);

5) из 3) и 4) => СИ — высота в АРСБ;
2-8рсо 4 4

6) СЫ = —— — = -~1= .  Ответ: ~т=.
РБ л/17 л/17

В предложенном решении в каком-то смысле даётся ответ на 
очень распространенный вопрос абитуриентов: «Как оформлять 
решение геометрической задачи?». Обратите внимание, в реше­
нии перечислены факты, приводящие к определенному логиче­
скому выводу. Каждый из них представляет из себя законченный 
геометрический тезис, снабжённый комментарием-ссылкой на 
используемую теорему. Если этот тезис нуждается в специальном 
обосновании, лучше, чтобы не перегружать решение, провести его 
доказательство в скобках. В этом случае решение имеет хорошо 
«читаемый» вид, что удобно как для самого решающего, так и для 
проверяющего. «Кто ясно мыслит, ясно излагает» — в этом основ­
ной ориентир при оформлении решения задачи. Однако всё же это 
больше совет, чем требование. Важно, решив задачу, коротко и 
обоснованно изложить это решение. Форма изложения на вступи­
тельных экзаменах обычно не так важна.

К сожалению, форма играет роль (порой — увы — даже более 
важную, чем содержание...) на выпускных школьных экзаменах. 
Авторы этой книги, как могут, борются с этой печальной особен­
ностью школьных экзаменов, но побеждать удаётся не всегда...

Задача 2 (и г у , геолог, ф-т, 1999). Медиана БМ  треугольника ВЕР 
равна половине стороны ЕР. Один из углов, образованных при пе­
ресечении стороны ЕР с биссектрисой ВЬ , равен 55°. Найти углы 
треугольника БЕР.

Решение: 1) точка М  равноудалена от вер­
шин БЕР  => М  — центр описанной окружно­
сти => АВЕР — прямоугольный;

2) ВЬ  — биссектриса =>АЬВР = 45°; 
А Б Ь Р -55° (по условию) = > ^  = 80° (т.к. сум­
ма углов треугольника равна 180 0) => АЕ  = 10°.

Ответ: 10°; 80°; 90°.
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Задача 3. В прямоугольном треугольнике биссектрисы острых 
угловА и В пересекаются в точке О. Найти угол АОВ.

Решение. Обозначим острые углы треуголь- а  

ника через 2а и 2р. Тогда 2а + 2р = 90°. И из 
АВОА получим: АЛОВ = 180° -  (а + р) = = 135°.

Ответ: 135°.
Заметим, что если бы в условии нужно было 

найти не угол АОВ, а угол между прямыми АО и 
ВО, то ответ был бы другой! Если вы ещё не отга­
дали какой, мы вам подскажем: 45° (вспомните с в
определение угла между двумя прямыми).

И ещё заметим, что в условии этой задачи не задано ни одного 
элемента треугольника. Поэтому результат справедлив абсолютно 
для любого прямоугольного треугольника!

Задача 4. Центр окружности, вписанной в прямоугольный 
треугольник АВС, находится на расстоянии л/10 и л/б от вершин 
острых угловА и В. Найти катеты.

Решение: 1) ААОВ 
щую задачу)

-2• л/10• л/б 008135° = 15+2 л/50-

135° (см. предыду- 
А В 2=10+5-

- |= 2 5 (те.

орема косинусов в АОВ), АВ = 5.
2) Соединим центр О окружности с точ­

ками касания М, Н, Р . Тогда МСРО — 
квадрат со стороной, равной радиусу впи­
санной окружности г. Кроме того, г явля­
ется высотой в АОВ . Для определения г 
необходимо двумя способами выразить площадь этого треуголь-

1 г  I—  1 1
ника: 8 аов = -  л/5 л/10 - = ^ 5 Г => т = ОН = 1.

3) НВ"= (л/б)2 - 12 (теорема Пифагора в ДОНВ) =*НВ = 2,АН = 3.
4) АМ =АН=  3, ВР = ВН = 2, СМ = СР = г = 1 (как отрезки касате­

льных, проведенные из одной точки) => АС = 4, ВС = 3. Ответ: 3; 4.
Можете, в качестве упражнения, попробовать решить эту зада­

чу алгебраическим путем, приняв катеты треугольника за х и у.
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Задача 5. В прямоугольном треугольнике АВС из вершины 
прямого угла проведены медиана СМ, биссектриса СЬ, и высота 
СН, Найти длину СМ, если СН = 1, СЬ = 7/5.

Решим эту задачу двумя способами. 
Решение 1. В качестве первого выбе­

рем алгебраический подход, определив 
неизвестными катеты треугольника АС = 
х, ВС = у . Затем, используя заданные в 
условии высоту СН и биссектрису СЬ, за­
пишем площадь треугольника АВС тре-А

1
мя различными способами: 8 ^  = ~ху,

Н Ь М

«ЛВС = ^ С Н А В  =
л/*2+У2 х-СЬ- зт45° +

|« /С Ь -8т45° = ^СЬ(х+у)-зш 450 = ^ ~ (х + у ) .

В итоге получаем систему из двух уравнений с двумя неизвест- 

Эта система относится к классу так назы-ными:
\4 х *+У2 =ху,
{10ху=742(х+у).

ваемых симметрических систем, в которых часто применяется за­
мена и = х + у,\) = ху. В переменных (и; V)  система имеет более про- 

[и2 -2и = и 2,
стой вид: \ г- Учитывая, что V > 0, получаем V = 98. По-

110у = 7л/2-м.
АВ АС СВ ху V 

еле этого находим СМ = —г~ = = —  = — = 49.2 2 С Н  2 2
Решение 2 . 1) В прямоугольном АНСЬ находим соза = 5/7 (здесь 

введено обозначение АНСЬ = а).
2) СЬ — биссектриса в АНСМ  (т.к. ААВС — прямоугольный и 

СЬ — биссектриса в нём по условию).
13) Тогда соз/.Н СМ  = соз2а = 2соз а -1  =

1
4) В прямоугольном АНСМ: СМ =

49* 

= 49. Ответ: 49.соз 2а
Видим, что знание специфики прямоугольного треугольника 

делает решение задачи намного более привлекательным.
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Задачи для самостоятельного решения

1. В прямоугольном треугольнике АВС из вершины С прямого 
угла проведена высота СВ. Точка В  находится на расстоянии т и 
п от катетов АС и ВС соответственно. Найти длины катетов.

2. В прямоугольном треугольнике АВС из вершины С прямого 
угла проведена высота СВ. При этом С В : ВВ  = 1 :4 , АВ = 2. Найти 
длины сторон треугольника.

3. В прямоугольном треугольнике АВС величина меньшего угла 
А равна а, точка В  -  середина гипотенузы АВ. Точка Р симметрич­
на точке В относительно прямой СВ. Найти величину угла АРС.

4. В прямоугольном треугольнике с катетами а и Ъ найти длину 
перпендикуляра, опущенного из вершины одного из острых углов 
на медиану, проведенную к гипотенузе.

5. Найти расстояние от центра вписанной в прямоугольный тре­
угольник с катетами 3 и 4 окружности до высоты, опущенной на 
гипотенузу.

6 (МГУ, эконом, ф-т, 1976). В треугольнике АВС задана точка М  на 
стороне АС, соединённая с вершиной В прямолинейным отрезком 
М В . Известно, что А М  = 6, МС = 2, ААВМ  = 6 0 \  АМВС = 30°. 
Найти площадь треугольника АВС.

7 (МГУ, геолог, ф-т, 2002). В треугольнике АВС угол С -  прямой, от­
ношение медианы СМ к биссектрисе СИ равно л/б :1, высота С К  =
2. Найдите площади треугольников СИ К  и АВС.

8  (МГУ, социолог, ф-т, 2004). В ПРЯМОУГОЛЬНОМ треугольнике АВС 
отрезок ВН  является высотой, опущенной на гипотенузу, а ВЬ -  
медианой в треугольнике ВНС . Найти угол ЬВС, если известно,

9
что ВЬ = 4 и А Н  = —т=.

2л/7
9 (МГУ, геологич. ф-т, 2004). В треугольнике АВС угол В прямой, 

точка М  лежит на стороне АС, причём АМ:МС = 1:3л/3. Величина
угла АВМ  р а в н а ВЫ  = 6. Найдите величину угла ВАС и рассто­
яние между центрами окружностей, описанных вокруг треуголь­
ников ВСМ  и ВАМ.

10 (МГУ, географ, ф-т, 1994). В треугольнике КМИ  проведены вы­
сота Л/А, биссектриса ИВ и медиана Л/С, которые делят угол КИМ  
на четыре равные части. Найти высоту Л/А, биссектрису ИВ и ме­
диану Л/С, если радиус описанной около треугольника КМИ  
окружности равен В.



§ 1 .4 .  МЕДИАНЫ, БИССЕКТРИСЫ, ВЫСОТЫ

В этом параграфе мы рассмотрим различные специфические 
свойства медиан, биссектрис и высот треугольника, знание и уме­
лое использование которых зачастую сокращает решение, делая 
его более простым и понятным.

Этот материал имеет большой познавательный аспект и будет ин­
тересен в первую очередь тем, кто в планиметрии уже уверенно «сто­
ит на ногах». Поэтому, если он вам покажется пока сложным для 
восприятия, непонятные места опускайте и двигайтесь дальше.

Ж3
Начнём с хорошо известного геометрического факта о един,- 

Ж* ственности точек пересечения:
а) медиан треугольника; б) его биссектрис (центр вписан- 

Ж* ной окружности); в) высот треугольника (ортоцентр треуго- 
32 льника).

Задавая в треугольнике два элемента (две медианы, две биссект­
рисы или две высоты), авторы задачи нередко проверяют, спосо­
бен ли учащийся сделать дополнительное построение, соединив 
вершину с заданной точкой пересечения, и догадаться, что полу­
ченный отрезок является частью третьего элемента (соответствен­
но третьей медианы, третьей биссектрисы или третьей высоты). 
Именно этот приём используется в следующей задаче.

Задача 1. В треугольнике АВС угол А — тупой. Высоты или их 
продолжения, проведённые к сторонам АС и ВС, пересекаются в 
точке Р, при этом А РВА = А АВС, ВС = 1. Найти РВ.

Решение. 1) Из единственности 
точки пересечения высот ААВС сле­
дует, что высота, проведённая из точ­
ки С к стороне АВ, будет проходить 
через точку Р , пересекая прямую ВА 
под углом 90°.

2) В АРВС: ВА — биссектриса АВ 
(по условию) и высота => АРВС — рав­
нобедренный, а значит РВ = ВС = 1.

Ответ: 1.
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Задача 2. В равнобедренном треугольнике АВС (АВ = ВС) ме­
диана АМ равна 3. На стороне АВ  взята точка X, делящая ее в со­
отношении АХ : ЬВ = 3 :1 .  Найти ЬМ.

Решение. Если обозначить ЬВ = х, то АЬ =
Зх , ВС = 4х , ВМ = 2х , МС = 2л;. Проведём ещё 
одну медиану — СЫ9 которая тоже равна 3.
Тогда АЛГ = 2х, А!Ь = л;. Т. к. А!Ь = ЬВ , МС =
МВ, то ЬМ  — средняя линия треугольника

3
ВАГС, она равна половине А/С, т.е. —.

Сх

3
Ответ: —.

Сх

Перейдём теперь к рассмотрению свойств медиан, биссектрис и 
высот треугольника по отдельности.

Медиана

Основное свойство: медианы треугольника пересекаются 
в одной точке и делятся этой точкой на отрезки, длины ко­
торых относятся как 2 : 1 , считая от вершины.

М едиана вы раж ается через стороны т реугольника:
1а2 Ъ2 с 2

т, =Л1— +— - — . (1)

Полезно уметь выводить эту формулу. Приведём два различных 
вывода, тем более что в каждом из них содержатся определённые 
поучительные моменты.

1. Если соединить точку М, взятую на стороне АВ треугольника 
АВС, с противоположной вершиной С, то углы, образованные от­
резком СМ и стороной АВ треугольника будут смежными, а зна­
чит, они имеют равные синусы и противоположные по знаку коси­
нусы. Это обстоятельство удобно использо­
вать в задачах для связи элементов треуго­
льников, лежащих по разные стороны от 
СМ, используя теоремы синусов и косину­
сов. И, кстати, совершенно не обязательно, 
чтобы точка М была равноудалена от вер­
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шин А и В (поэтому этот приём можно использовать не только тог­
да, когда СМ  — медиана).

В нашем же случае, выписав теорему косинусов в треугольни­

ках АСМ  и СМВ: Ь2 = т 2 +
с2 с с 2
— - 2т • —-соеАСМАу а2 = т 1 + - -  + 4 2 с 4

+2тпс ~*со&АСМА и сложив полученные равенства, получим ис-

комую формулу: 2 т 2 а + Ъ -

2. Другой способ получения этой формулы связан с дополните­
льным построением, характерным для задач с
на медианы. Если медиану СМ продолжить за 
точку М  и отложить на этой прямой отрезок 
М Б, равный по длине отрезку СМ, получим 
четырехугольник АСВБ, диагонали которого 
точкой пересечения делятся пополам, то есть 
параллелограмм (по признаку параллелог­
рамма). А в параллелограмме сумма квадра­
тов диагоналей равна сумме квадратов сторон 
(факт, который необходимо знать). То есть
(2тсУ + с 2 = 2а2 + 2Ь\

Рассмотрим пример.
(2)

Задача 3. В выпуклом четырёхугольнике АВСБ  точки М и 
N  — середины сторон АВ  и СБ соответственно, причем АВ = а, 
ВС = ЪуСБ = с,АИ  = СМ . НайтиАБ.

Решение. Легко понять, что СМ, АЛГ — 
медианы двух разных треугольников. Обо­
значим АС = х , АЛГ = СМ = у, затем дважды 
воспользуемся формулой для медианы (2) в 
треугольниках АВС и АСБ: а2 + (2уУ = 2Ь2
+ + 2 х \  с 2 +(21/)2 = 2А02 + 2 х \

Вычитая одно уравнение из другого, по­
лучим искомый результат.

Гз Г2~ с а

В

я/2/

м,
а/2 /

/с/2

/с/2



Биссектриса

Биссектриса — геометрический объект, обладающий множест­
вом полезных свойств, помогающих решать задачи. Часть из них 
уже была затронута нами ранее.

......................................................................................................
Во-первых, биссектриса — геометрическое место точек, 

у  равноудалённых от сторон угла.
Во-вторых, в точке пересечения биссектрис углов треуго­

льника лежит центр вписанной в треугольник окружно­
сти.

В-третьих, очень важное свойство (4) из §1.1: биссектриса 
любого угла треугольника делит противоположную сторо­
ну на части, пропорциональные прилежащим сторонам 
треугольника.

Перечислим другие важные свойства.
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1. Мы уже видели в предыдущем 
параграфе, чему равен угол между 
биссектрисами в прямоугольном 

У  треугольнике. В произвольном тре- 
I  угольнике также существует зави-

симость между одним из его углов и соответствующим ему

Е  углом между биссектрисами: ААОВ = 90° + -т~. (3)

Попробуйте доказать эту формулу самостоятельно, введя, как и 
ранее, углы 2а и 2(3 при соответствующих вершинах А  и В треуго- 
^  льника.

у  2. В задаче 1 этого параграфа мы уже встречались с ситуа- 
У  цией, когда биссектриса пересекает некоторую прямую под 
Ж  углом 90\  и видели, что в момент этого пересечения происхо- 

дит «рождение» равнобедренного треугольника.

В силу распространённости этой геометрической конфигурации 
приведём ещё один похожий пример.
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Задача 4. В равнобедренном треугольнике АВС (АВ = ВС) ме­
диана АО перпендикулярна биссектрисе СЕ. Найти косинус угла 
АСВ

Решение: Понятно, что АСВ — равнобедрен­
ный (биссектриса, проведённая из С, совпадает 
с высотой). Поэтому АС = СВ = а. Тогда ВС = 2а 

а/2 1
2а “  4'
1

Ответ: - .4

и совС:

А а С

X й
Е

3. При пересечении биссектрисы угла 
и прямой, параллельной одной из его 
сторон, образуется равнобедренный 
треугольник, что является следствием 
равенства накрест лежащих углов.

Этот геометрический факт, как, впрочем, и следующий, не раз 
будут использованы нами в задачах на трапеции, параллелограм­
мы и ромбы.

4. Биссектрисы односторонних углов 
при параллельных прямых пересекаются 
под углом 90°.

Обозначив соответствующие односторонние углы через 2а и 2р, 
легко получить а  + Р = 90°.

Практически таким же выглядит обоснование следующего фак­
та (проведите его самостоятельно).

5. Угол между биссектрисами  
смежных углов равен 90°г
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6. Полезно знать две формулы для 
биссектрисы:

С
2аЪсоз_

=  г т А  (4)а+&
I: = а& (5)

Первую из этих формул мы фактически вывели алгебраиче­
ским путём при решении последней задачи предыдущего парагра­
фа. Докажите её самостоятельно, рассмотрев площадь ААВС как 
сумму площадей треугольников СВЬ и ЬСА.

Покажем, как выводится вторая формула: СЬ2 = СВ АС -  
-В Ь Ь А . Обозначив АСЬА через а, запишем теорему косинусов 
для треугольников САЬ и ВЬС: Ъ2 = / 2 + с 2 -21ссь соза, а2 = / 2 + с 2 + 
+21ссасоза.

Умножим первое уравнение на са, второе — на сь и сложим: Ъ2са + 
+ а с ь = 1](са +сь) + с 2са + с 2с&. Учитывая, что ас6 = Ъса (свойство 
биссектрисы), получим: аЪ(са +сь) = 1*(са +сь) + сас&(са +сь). Оста­
лось только сократить на с = са + с6 и перенести слагаемые.

Приведём пример задачи, в которой решение без использования 
формулы (5) выглядело бы более сложным (ещё одна задача, где 
применялась эта формула,, встречалась в §1.1).

Задача 5 (МГУ, ф-т психолог., 1995). В треугольнике АВС проведе­
ны биссектрисы ВЬ лА Е  углов АВС и ВАС соответственно, кото­
рые пересекаются в точке О. Известно, что АВ = ВЬ , периметр 
треугольника равен 28, ВО = 2 0Ь. Найти АВ.

Решение. 1) Обозначим ОЬ = х. Тогда 
ОВ = 2х, АВ = Зх, АЬ = ̂ Х/ 2  (теорема о
биссектрисе).

2) Обозначим ВС = 3у. Тогда, учиты­
вая что ВЬ — биссектриса АВ, получим 

3 у /
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Вх В у 56
3) По условию — + Зх + — + Ву = 28, или х + у =А А У
4) В качестве второго замыкающего соотношения запишем фор-

Зх 3у
мулу для биссектрисы (5): (Зх) = Зх Зу -  —  • —. Несложные алгеб-

раические действия дают АВ = 8.
Заметим, что к этому же ответу (но после более громоздких вы­

кладок) можно было бы прийти, записав теорему косинусов для
1

ААВС, предварительно найдя соз /.ВАС = ~ из равнобедренного

ААВЬ. Ответ: 8.
Рассмотрим ещё одну интересную геометрическую конструк­

цию, связанную с понятием биссектри­
сы треугольника. Для этого опишем во­
круг ААВС окружность и продолжим 
биссектрису СЬ до пересечения с этой 
окружностью в точке Б .

Если теперь соединить эту точку с се­
рединой М  стороны АВ, несложно дока­
зать перпендикулярность М Б и АВ. В 
самом деле: дуги АО и ОБ равны, следо­
вательно, хорды АО и ОБ равны, в результате получается, что ОМ 
— медиана в равнобедренном ААВО.

Этот факт встречается также в виде обратного утверждения, по­
могающего «увидеть окружность», неявно заданную в условии за­
дачи.

 * .......................................................................................................................................................................................................................................

7. Биссектриса угла С треугольника АВС пересекается с 
серединным перпендикуляром к противолежащей стороне 
АВ в точке О, которая принадлежит окружности, описан­
ной вокруг ААВС.

Для обоснования этого утверждения необходимо знать, что се­
рединный перпендикуляр к любой хорде окружности всегда про­
ходит через точки, делящие дуги окружности, стягиваемые этой 
хордой, на две равные части. Попробуйте завершить доказатель­
ство самостоятельно.
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Задача 6. Треугольник АВС вписан в окружность. Из верши­
ны В проведены медиана ВМ  и биссектриса ВЬ, пересекающая 
окружность в точке 2). Из точки 2) на сторону АВ опущен перпен­
дикуляр 2)21. Определить величину угла Н БМ , если АВАС = 30°.

Решение. 1 )БМ1АС  (докажите самостоя­
тельно);

2) ВН1АВ  (по условию);
3) Поэтому углы НИМ  и ВАС равны (как 

углы с соответственно перпендикулярными 
сторонами).

Ответ: 30°

Следующие несколько фактов связаны с внешней областью тре­
угольника.

К
Ж
Ж

8. Обозначим через Ь точку пересечения биссектрисы  
внешнего угла В треугольника АВС с продолжением его сторо­
ны АС за точку С (рис. 1). Тогда верно следующее соотноше- 

АВ АЬ
ние: ——- = ——. (6)

ВС ЬС 1 '
И снова напомним, что точно таким же соотношением опре­

деляется основное свойство биссектрисы внутреннего угла 
треугольника АВС (рис. 2).

Рис. 1 Рис. 2

Для обоснования соотношения (6) сделаем следующее до­
полнительное построение: через точку С проведем прямую, парал­
лельную ВЬ, до пересечения с АВ  в точке 2) (рис. 1). Тогда 
АВИС = АКВЬ (как соответственные углы при параллельных пря­
мых С2) и ВЬ), АЬВС = АВСВ (как накрест лежащие углы при тех 
же прямых), АСВЬ = АЬВК  (по условию). Следовательно, Д2)ВС —
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равнобедренный и Х>В = ВС. Воспользовавшись далее теоремой 
АВ АЬ

Фалеса —— = ■, получим искомое равенство.ВВ 1и С

ж

т*Чр»

I 4

1X?

У 1
т 2

9. Аналогично понятию вписанной в треугольник окружно­
сти в планиметрии существует также понятие вневписанной 
окружности — окружности, касающейся одной из сторон 
ААВС и продолжений двух его других сторон (таких окружно­
стей три). Центр каж дой из этих 
окружностей лежит на пересечении 
биссектрис внутреннего угла и внеш­
них углов при двух других вершинах 
треугольника. Как и в случае центра 
вписанной окружности, такое пересе­
чение в каждом из трёх случаев единст­
венно. Таким образом, на плоскости 
существуют ровно четыре точки, рав­
ноудаленные от прямых АС, ВС и АВ  
— центр вписанной в ААВС окружно­
сти и три центра вневписанны х  
окружностей для этого треугольника.

10. Обозначив через Р и Р точки касания вневписанной 
окружности ААВС со сторонами угла С, через Я — точку каса­
ния этой окружности со стороной АВ, легко показать, что:

а) полу периметр треугольника АВС равен длине касатель­
ной, проведенной из точки С к этой окружности: р  = СР = СР 
(следует из равенства отрезков касательных, проведенных к 
окружности из одной точки: АР = ВР = ВС?; СР = СР).

б) площадь треугольника АВС 
вычисляется по формуле (здесь 
гх— радиус вневписанной окруж­
ности с центром Ох):

а+Ь-с
8 = — г — г1 =(р-с)-г1 (7)
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Эта формула является аналогом известной формулы, выражаю­
щей площадь треугольника через полупериметр и радиус вписан­
ной окружности. Для её доказательства площадь ААВС необходи­
мо представить в виде суммы площадей треугольников СА01 и 
СВ019 уменьшенной на величину площади ААОгВ. Во всех этих
трёх треугольниках гх будет высотой.

Рассмотрим пример.

Задача 7. Радиус окружности, вписанной в угол А  и касаю­
щейся стороны ВС треугольника АВС, равен л/3. Найти площадь 
треугольника, если ВС = 2, АА = 60°.

Решение. Своеобразная формули­
ровка задачи наводит на мысль, что 
речь здесь идёт не обязательно о впи­
санной окружности. Действительно, 
таких окружностей может быть две.

Рассмотрим сначала случай, когда 
заданная в условии окружность впи- А н у с н,
сана в ААВС. Учитывая, что её центр
О лежит на биссектрисе угла А, в прямоугольном ААОН (Н  — точ­
ка касания) найдём А Н  = а/3-с1;&30о. Обозначив через Р м () две 
другие точки касания и введя неизвестные РВ = ВС? = х; СН = СС? 
= у (равенство отрезков здесь следует из условия касания), полу­
чим для определения х  и у систему двух уравнений: х  + у = 2 (по

условию), (3+х)2 +(3 +у)2 - 2  (3+х)(3+^)*-  = 22(теоремакосинусов

в ААВС).
Эта система не имеет действительных решений, а следователь­

но, такая конфигурация невозможна. Да это и понятно. Ведь, сое­
динив точки Р и Я ,  мы получим равносторонний ААРН  со сторо­
ной РН = 3. Но ВС должно быть больше Р Н У что противоречит 
условию.

Если же рассмотреть ситуацию, когда окружность будет вне- 
вписанной, то полупериметр треугольника будет равен А Н г = 3, а 
искомую площадь легко найти по формуле (7).

В итоге: 5 =(3-2)а/3.
Ответ: а/3.
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Высота
Высота — перпендикуляр, опушенный из вершины треуголь­

ника на противоположную сторону или её продолжение. Главное 
свойство этого геометрического объекта — «создание» прямоуго­
льных треугольников, рассмотрение которых приводит к опре­
делённым выводам:

1. Треугольники АН  В и СРВ подобны 
(как прямоугольные с общим углом В), 
коэффициент подобия равен отноше­
нию соответствующих высот ААВС, уг­
лы РСВ и НАВ равны .
2. Точки А, С,Н  и Р лежат на дуге одной 
окружности, диаметром которой явля­
ется сторона АС (следует из свойств 
прямоугольного треугольника).

3. Если в остроугольном треугольни­
ке АВС провести высоты СН и АР, полу­
чим треугольник РВН , подобный ААВС 
с коэффициентом подобия к =созВ.

Докажем это. 1) АВНС прямоугольный 
ВР

НВ
>созВ = —  ;2)

созВ = ——; 3) треугольники РВН  и АВ

АВС имеют общий угол В и пропорциональные стороны

ААРВ — прямоугольный
НВ ВР 
В С ~  АВ

= соз В, а значит, они подобны (второй признак подобия треуголь­
ников), что и требовалось доказать. Кроме того, доказано, что в та­
кой геометрической конфигурации: АВРН  = /Л ; АВНР= /.С.

Заметим, что рассмотренное свойство высот в задачах обычно 
используется в остроугольных треугольниках, когда высоты СН и 
АР «падают» на стороны АВ  и ВС, а не на их продолжения. Однако 
оно верно для любого типа треугольников (только & = |созр|). По­
пробуйте это доказать самостоятельно.

В разделе 3 будет показано, что подобие треугольников АВС и 
РВН  — это всего лишь частный случай более общего геометриче-
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ского факта — подобия соответствую- ® 
щих треугольников, образованных дву­
мя секущими, проведёнными из одной 
точки В к окружности.

4. Если в треугольнике АВС  
провести все три высоты А Р , 
ВС? и СН, то, соединив их основа­
ния Р ,() и Н, получим треуголь­
нику в котором высоты исходно- 
о ААВС будут биссектрисами со­
ответствующих углов.

Докажем этот факт для отрезка ВС?, обозначив для удобства 
/.В  = р. Используя предыдущее свойство заметим подобие треуго­
льников АВС и АНС? (т.е. /Н Я А  = Р), а также треугольников АВС 
и Р(?С (т.е. /Р Я С  = Р). Следовательно, /Н Я В  = /В Я Р  = 90° -  Р, а 
значит, (?В — биссектриса /Н ЯР- Отметим, что ту же величину 
имеют также углы ВАР и НС В.

И в заключение рассмотрим несколько задач «на высоты».

Задача 8. В прямоугольном треугольнике АВС гипотенуза 
АВ = с, /.В А С -а. Точка В  расположена на гипотенузе АВ и име­
ет наименьшую, по сравнению с другими точками отрезка АВ, 
сумму квадратов расстояний до прямых АС и ВС. Найти СВ.

Решение. Расстоянием от точки до прямой 
является длина перпендикуляра, проведенно­
го из этой точки к заданной прямой. Этот отре­
зок имеет наименьшую из возможных длин от­
резков, соединяющих заданную точку с произ­
вольной точкой прямой. Поэтому для произво­
льной точки В отрезка АВ перпендикуляры 
ВМ и ВН  — расстояния от В до соответствую­
щих прямых ВС и АС. Используя теорему Пи­
фагора и свойство диагоналей прямоугольни­
ка, имеем: В М 2 +ВН 2 -  Н М 2 -С В 2.



Эта вел ичина будет м иним альной  при наим еньш ем  и з в о зм о ж ­
н ы х зн ач ен ий  длины  отрезк а СИ, что вы полняется в сл уч ае, когда  
точка Б  —  основание п ер п ен ди к ул яр а , проведенного и з С к ги п о­
т ен у зе  А В . Вы вод: н еобходи м о  н айти  вы соту С Р  треугольн и к а, 
проведённую  и з верш ины  прям ого угл а к ги п отен узе. Это у ж е  н е­
с л о ж н о .  И з  ААВС : А С  =  с сова, и з  ДАРС: С Р  =  А С - з т а  =  
с • з т а с о з а .  Ответ: с • з т а с о з а .

Задача 9 . В равнобедренном  треугольнике вы соты , о п ущ ен ­
ны е на основание и боковую  сторону, равны соответственно т и 
тг. Н ай ди те стороны  треугольника.

Решение. О бозначим  НС =  х, тогда АС =  2х, 
вс= 4 х*  +тп2 . Зап и сав  площ адь треугольника

д в у м я  р а з л и ч н ы м и  с п о с о б а м и :  В =  т х =
I 2 2~ 2 2ПЫХ +171 171 П

=------ 2-------> полУ™м * =
2тп 2т2

Ответ: , —, , —.
л/47712 -тг2 л]Ат2 -тг2

Задача 10 (МГУ, ф-т психолог., 1993). В остроугольном А А В С  про­
ведены высоты ССХ и А А 1? Известно, что АС =  1 и А С ^ С А ^  ос. Н ай ­
дите площадь круга, описанного около треугольника С гВ А х.

Решение. 1) Из АС!СВ: А В  = 90° -  а;
2) ААВС ~  ААгВС19 к =  с о з В =  з т а  =>

А . С. 1&0С
А 1С1 = з т а ;  3) В А А 1В С 1 : В  =  = 2 *

4) И ск ом ая площ адь 8  = п В 2 .
П „

Ответ:— Ъ е  ос.4

Задача 11 (МГУ, эконол*. ф-т, 1993). О трезки, соеди н я ю щ и е осн о­
в ания вы сот остр оугольн ого  т р еугол ьн и к а , равны  8 , 15 и 17. 
Н айти  площ адь треугольника.
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(б/ X/Ту

К* ы(I1 Х к

Решение: Обозначим вершины в
треугольника буквами А, В и С; уг­
лы — буквами а, р, у; основания вы­
сот — Н, Р , (?; ортоцентр — О.

1) 172 = 152 + 82 =» ДЯРф — прямо­
угольный , АРНЯ  = 90 ° ;

2) Т .к. АР  и ВЯ  — высоты, то
А С

А Р Я С  ~ А А В С , й = сову. Поэтому
АЯРС = АВАС = а, АРЯС = ААВС = р. Аналогичные соотношения 
имеют место в ААНЯ и АВНР.

3) Т.к. АВНА  = 180°, то 2у = 180° -  90° =» АС = 45°;
4) Если обозначить искомую площадь АВС через 5, то из подо­

бия следует: 8 ^ ^  = 8-сов2 у, 8ШЯА = 8-сов2 а, ВдвЯР = 8  сов2 р. Кро-
8 1 5

ме того, Зддрф = ——  = 60.

Поэтому имеем равенство: 5 = $(со82 а+сов2 Р+соз2у) + 60.
8 15

5) Из АНРЯ имеем соз(180 -2а) = — , со8(180° -2Р) = — . Отсю-
8 2 9 15 2 1

да сов2а = , сов а  = соз2р , соз Р = ^ -
( 9 1 П

6) Поэтому 5 = 8 17~2 + 17 + 2 } ^ тсюда ® =
Ответ: 340.

Мы рассмотрели достаточно сложную планиметрическую задачу, 
решение которой для многих абитуриентов «казалось совершенно 
невозможным». Видим, что знание свойств основных элементов тре­
угольника сделало это решение вполне приемлемым. Кроме того, 
здесь использовано сравнение площадей треугольников, входящих в 
конфигурацию. Это довольно распространённый способ решения 
планиметрических задач — ему посвящён следующий параграф.

Задачи для самостоятельного решения

1. Прямая линия, проходящая через вершину С параллельно 
биссектрисе ВВ> внутреннего угла треугольника АВС, пересекает 
продолжение стороны АВ  в точке К . Через вершину В проведена 
произвольная прямая линия В. Доказать, что прямая СК перпен­

1.4- Медианы, биссектрисы, высоты
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дикулярна Ь тогда и только тогда, когда прямая Ь делит внешний 
угол В треугольника АВС пополам.

2. Из вершины С треугольника АВС параллельно биссектрисе 
ВВ проведена прямая, пересекающая продолжение стороны АВ за 
точку В в точке К . Отрезок АК  равен 2, радиус окружности, опи­
санной вокруг треугольника АКС, равен 1, угол АКС равен 30°. 
Найти периметр треугольника АВС.

3. Найти площадь ААВС, если АВ = 3, ВС = 7 и длина медианы 
ВМ  равна 4.

4 (МГУ, филологии, ф-т, 2003). В равнобедренном треугольнике АВС 
(АВ = ВС) медианы АМ  и СИ пересекаются в точке В  под прямым 
углом. Найти все углы треугольника АВС и площадь четырёхуго­
льника ЫВМГ), если основание АС = 1.

5 (МГУ, физии, ф-т, 1996). Биссектриса АО равнобедренного треу­
гольника АВС (АВ = ВС) делит сторону ВС на отрезки ВБ = Ь и ВС 
= с. Найти биссектрису АО.

6 (МГУ, ИСАА, 2002). В треугольнике АВС даны длины сторон АВ 
= 8, ВС = 6 и биссектриса ВО = 6. Найдите длину медианы АЕ.

7 (МГУ, ф-т поивовед., 1999). Дан треугольник АВС с основанием
л/З

АВ, равным — , и высотой СН, опущенной на это основание и рав-

л/б
ной —-. Известно, что точка Н  лежит на АВ и А Н  : НВ = 2 : 1. В

о
угол АВС вписана окружность, центр которой лежит на высоте 
СН. Найти радиус этой окружности.

8 (МГУ, ВМК, 1973). В прямоугольном треугольнике АВС из вер­
шины прямого угла С проведены биссектриса СЬ и медиана СМ. 
Найти площадь треугольника АВС, если ЬМ = а, СМ = Ъ.

9 (МГУ, географ, ф-т, 2000). В треугольнике АВС на сторонах АВ и 
ВС отмечены точки М  и N  соответственно, причем ВМ = ВЫ. Че­
рез точку М  проведена прямая, перпендикулярная ВС, а через 
точку N  — прямая, перпендикулярная АВ. Эти прямые пересека­
ются в точке О. Продолжение отрезка ВО пересекает сторону АС в 
точке Р и делит ее на отрезки АР  = 5 и РС = 4. Найдите длину от­
резка ВР, если известно, что длина отрезка ВС равна 6.

10. Доказать, что биссектрисы данного треугольника являются 
высотами в треугольнике с вершинами расположенными в цент­
рах вневписанных около данного треугольника окружностей.
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Понятие площади — одно из ключевых в геометрии. И не толь­
ко потому, что вычисление площади часто является целью реше­
ния задачи, её итогом. Уже не раз при решении задач в предыду­
щих параграфах мы видели, что площадь может выполнять так­
же «посреднические» функции. Выразив с помощью формул для 
площадей из §1.1 площадь треугольника различными способами, 
мы получаем недостающее замыкающее соотношение или, испо­
льзуя те же формулы, выражаем один элемент геометрической 
конструкции (например, высоту) через какие-то другие её элемен­
ты.

Однако площадь может сама являться главным источником ин­
формации о взаимном расположении линий на плоскости, о соот­
ношениях между длинами различных отрезков и, как следствие, 
о более точной геометрической структуре исследуемой задачи. 
Метод получения информации о геометрической конфигурации 
задачи, использующий понятие площади, является прекрасным 
инструментом, которым должен владеть каждый исследователь.

В основе метода лежит несколько хорошо известных геометри- 
ческих фактов.

аНа
1. Следствия из формулы 8 = —— :л

а) Площади треугольников АВС и - 
ЛВС относятся, как высоты, про­
ведённые к основанию АС. Площади 
этих треугольников равны, когда 
их вершины В и И лежат на пря­
мой, параллельной основанию АС.

б) Отношение площадей треуго­
льников с общей вершиной и основа­
ниями, лежащими на одной прямой, 
равно отношению длин их основа- 
ний:8АВМ:8 мвс=АМ :М С. (1)



3 ?  1-« а 2. Следствие из формулы 5  = — аЬзтС:т Площади треугольников А ^ С  и 
Т* А 2В2С с  общим углом при вершине С 

относятся как произведение отно- 
^  шений соответствующих сторон:
I . ;  8 л,в,с _  А.С ВгС

« А2ВгС А 2С В2С' < )
Эц 3. Площадь фигуры аддитивна (т.е. с ней можно совершать 

простейшие арифметические опе- 
Ж* рации  — сложение, вычитание, 3
Зц умножение и деление на действи- 
X* тельной число). Равенство пло- 
^  щадей фигур , имеющих общую 

часть, равносильно равенст ву  
площадей фигур без общей части:

4 8 ___ Глава 1. Треугольники

г*

С ^ А В .С  - & А В 2С ^  & А В .О  ~  & С В 20  *

Необходимо также знать распространённые приложения, на­
прямую следующие из приведённых фактов. Перечислим некото­
рые из них.
Ж* ......................................................................................................ЧР«
^  4. Медиана делит треугольник на два равновеликих треу-
Ж* гольника.
У  5. Биссектриса делит треугольник на два других треуго- 
Ж  льника, площади которых пропорциональны соответствую- 
зЬ  щим сторонам треугольника, прилежащим к биссектрисе.

6. Отношение площадей подобных треугольников равно 
У  квадрату коэффициента их подобия.
Ж  7. Медианы треугольника разбивают его на шесть равно­

великих треугольников.

Обоснование последнего утверждения, в силу его поучительно­
сти, проведем двумя способами, используя различные свойства 
площадей.
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1 способ: ВМ  = МС => 8 ШС = - 8 ^ ;
1 1 1

ОМ — д АМ  3 0МС — д & а м с  ~  0  ^  а в с  •
2 1

2 способ: АО = ~ А М , АН = ~АС  =>о 2

=>-
2 1 
3 2

1
3

1^
0  8 АВС *

Рассмотрим теперь задачи на прямое вычисление площадей фи­
гур с использованием всех приведённых выше фактов.

Задача 1. В треугольнике АВС с площадью, равной 1, медиа­
ной АЕ  и биссектрисой СВ, ВС :АС = 2 :3 .  Найти площадь четы­
рехугольника ВЕОБ , где О — точка пересечения АЕ  и СБ.

Решение. Искомая площадь является ча­
стью площади треугольника АВЕ. Использу­
ем это в решении. Обозначим для наглядно­
сти ВЕ = ЕС = п , тогда АС = 3 п (по условию).

1 1
1 ) 8  АВЕ ~  '  2  8  а в с

АБ  3 АО 3
2) —— = —; —— = -  (т.к. С Б  является биссектрисой угла сразу вБВ  2 ОЕ 1

= — (т.к.АЕ — медиана). 2

двух треугольниках АВС и АЕС) ■ АХ)0

8Л
3 3
5 * 8 аво 40*

3) 8ВЕ0В 8 аве 8  аов
11Ответ: — . 402 ~ 4 0 _ 40*

Обратите внимание, что «строить» решение можно было бы, 
определив искомую площадь как часть площади треугольника 
ВВС. Однако тогда для вычисления ЗСОЕ как части Зввс нам потре­
бовалось бы отношение БО : ОС. В следующем параграфе будет 
предложена процедура определения таких отношений.

Задача 2 (МГУ, геолог, ф-т, 1997). В треугольнике МИР угол И 
прямой, МИ  = 6, ИР = 3. Точка К  лежит на стороне М Р , А и В — 
точки пересечения медиан, соответственно, в треугольнике 
МИК  и КИР. Найти площадь треугольника ИАВ.
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Реш ение. Проведем медианы АТЬ и М 8  в 
Ш М К , Ы К и Р З в  Ш КР. Тогда:

АГА А1В 2
1) по свойству медиан треугольника -г—г = т—г === 0

N Iъ о

стороны — й = “ )=> 5 ^

®ДГ1Я = 2 ^ПМР

^)8 М, = - .6-3=9, Зй
4 1
9 2 9 =  2 ‘

м

АЛГАВ ~ А Ы Ь В  (общий угол и пропорциональные
2 . 4

д *
1 М К КР

’лил ~ 2 (т*к « ~ + КВ ~ 2 ^  2
МР 
-1Г).

Ответ: 2.

Задача 3. В равнобедренном треугольнике АВС (АВ = ВС) прове­
дены биссектрисы АМ , ВАГ и СР. Найти площадь треугольника 
МАГР, если площадь треугольника АВС равна 64, асов /.ВАС = 0,3.

Решение. Заметим сразу, что искомая площадь 
может быть получена, если из площади треуголь­
ника АВС вычесть площади треугольников РВМ, 
МСАГ и АРАТ. Учитывая, что ВАГ в ААВС является 
биссектрисой, медианой и высотой, удобно обо­
значить ААГ = АГС = Зл;, тогда АВ = ВС = 10х (т. к. 

ААГ
сов АВАС = —- —). По свойству биссектрисы СР: АВ
АР 6 x 3  МС 3

= тгг— = —. Аналогично -г—-  РВ Юх 5 ВМ

В

= - ,  из чего сразу 
5

следует подобие треугольников АВС и РВМ (общий угол и пропор-
5

циональные стороны: к = —), а также равенство треугольников АРАТ и
о

АГМС (по двум сторонам и углу между ними).



Площади этих треугольников легко вычислить через площадь 

ЬАВС: Зиж= ^  8 ЛВС =25, 8лт = - .  -  5 ^ ,  = 12 = 8ЫМС. В итоге 8МЫР

= 6 4 -2 5 -2  12 = 15. Ответ: 15.
И снова внимательный читатель легко найдёт более короткий 

путь решения. В самом деле, если треугольники АВС и РВМ  подоб-
5 5 1

ны, то РМ = -  АСу а высота ВБ  = -  ВАГ. Поэтому 8МЫР = -  РМ  • ВАГ =
о о 2

1 5  3 15
2 '8 Л С 8 ВЛГ = 648 - « = т
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Задача 4. В треугольнике АВС медиана ВВ и биссектриса АЕ  
перпендикулярны и пересекаются в точке В. Площадь треуголь­
ника БЕЕ  равна 5. Найти площадь треугольника АВС.

* &авс ~ 28вис ~ 60-

В

/ \  5 > Е
/ 15 А /  
/

/ 15 \ 20

Решение. 1) В ААВВ биссектриса 
АВ является высотой => ВВ = ВВ =>
8вег 8оег 5, 8ВЕГ> 10.

2) АВ = АВ = ВС =>ВЕ : ЕС = 1 :2  
(т.к. АЕ  — биссектриса) => 8ЕГ>С =
= 28ВЕ1) = 20, Яввс = 30.

3) АС = 2ВС :
Ответ: 60.
Интересно отметить, что если бы в задаче спрашивалось отноше­

ние АВ ; ЕЕ, его легко можно было бы получить из уже имеющейся
1

информации о площадях. Действительно, 8АВО = 30, 8 ^  = — 8 АВВ =Са
15, 8вер = 5 => АВ : ЕЕ = 3 : 1 .

Изучению именно такой процедуры геометрического исследо­
вания мы посвятим разбор следующих задач параграфа.

Б

Задача 5. В треугольнике АСВ точка В принадлежит отрезку 
АС, точка В — отрезку АВ. При этом справедливо отношение 
площадей треугольников 8 ^  : 8ВЕО : 8вос = 1 : 2 : 6 .  Определить 
отношения длин отрезков ВС : ЕВ  и ВВ : СВ, если величины уг­
лов АВВ и АВС равны.
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Решение. Обозначим 
тогда 8пкп = 28, 8Ц1Х, = 68.

8 ,

1) 8ЛКК 
1:2; 8, 
1 : 2

. СЛ 41) * ^  В 1)С
1 : 2 => АЕ : ЕВ  =

3 : 6 => АВ : ВС =
ААВЕ ~ ААСВ (общий 

угол и пропорциональные сторо- 
1 ВЕ

вы,’ * - з ' с Н -
2) АЛЕВ = ААВС (из подобия треугольников), ААВЕ = ААВС (по 

условию) => ААВЕ — равнобедренный, ААС В  — аналогично => 
ВС = Е В . Ответ: 1 :1 , 1 :  3.

Задача 6. В треугольнике АВС точка В  лежит на стороне АВ, 
точка Е — на стороне ВС, точка М  — середина стороны АС. При 
этом площадь четырёхугольника АВ ЕМ  равна площади че­
тырёхугольника ВВС М. Найти отношение ВО : ОЕ> где О — точ­
ка пересечения отрезков ВЕ  и ВМ.

Реш ение. 1) Четырёхугольники 
АВЕМ  и ВВСМ  имеют общую часть 
ВВ ЕМ У а значит, в силу равенства их 
площадей, равны и площади треуголь­
ников АВМ  и ЕМС .

В

2)8а поэтому точки В  и Е
лежат на прямой, параллельной АС.

3) Из подобия (по двум углам) двух 
пар треугольников ВОВ с АМ В  и ЕОВ 

ВО ВО ОЕ 
с С М В с л е д у е т  —  -  —  -  —  ^ Г Ю  =  О Е . Ответ: 1:1.

Задача 7 (МГУ, химич. ф-т, 1972). В треугольнике АВС угол А ра­
вен 45°, а угол С — острый. Из середины М  стороны ВС опущен 
перпендикуляр МАГ на сторону АС. Площади треугольников 
А!МС и АВС относятся как 1:8.  Найти углы треугольника АВС.

Решение. Проведём из вершины В высоту ВН. Т. к. по условию 
угол С — острый, точка Н  принадлежит отрезку АС. Обозначим 
через 8 = 8 МЫС, тогда 8 ^  =88.
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1 в
1) АМЫС ~ ДВНС (по двум углам), к = -А

2) 8Снв = &авн > поэтому А Н  = НС (т.к. 
вершина В — общая).

АВН 9

4) ВН  — высота (по построению) и меди­
ана ААС В  — равнобедренный. Значит,
^С  = 45°, АВ=  90°.

А

Ответ: 45°, 45°, 90°.

Н N С

Описанная методика определения геометрической конфигура­
ции с помощью информации, полученной путем сравнения пло­
щадей фигур, позволяет решать множество задач различной сте­
пени сложности. Разберём в заключение задачу, в которой комби­
нация методик этого и предыдущего параграфов, делает решение 
коротким и изящным.

Задача 8 (МГУ, эконом, ф-т, 1985). В выпуклом четырёхугольнике 
АВС О точка Е — точка пересечения диагоналей. Известно, что 
площади треугольников АВЕ  и СОЕ равны между собой, диаго­
наль АС является биссектрисой угла А, АВ = 4. Найти ВС.

Решение. 1) Рассмотрим треугольни- ^  С
ки АВВ иАСВ. Они имеют общую часть ------ 1 ~У \
— треугольник АВВ — и равные по /  \
условию две другие площади. С ледова- у  ® \
тельно, их площади равны. А т. к. осно- / \  \
вание АВ у них общее, то вершины В и С _______  ^ х  \
должны лежать на прямой, параллель- А ~~~ -
ной АВ, т.е. АВСВ — трапеция (или па- Б
рал лелограмм).

2) Биссектриса АС, пересекая прямую ВС, параллельную одной 
из сторон угла А, как мы показывали ранее, всегда «формирует» 
равнобедренный треугольник АВС. В результате ВС = АВ = 4.

Задача решена. Ответ: 4.
Заметим, кстати (хотя об этом и не спрашивается в задаче), что 

заданная в условии фигура может быть квадратом, ромбом или 
трапецией. Подумайте почему.

В следующем параграфе мы разберём ещё одну интересную ме­
тодику, часто встречается в геометрических задачах вместе с изу­
ченным методом площадей.
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Задачи для самостоятельного решения
1. На прямой Ь даны три точки А, Б и С. Найти отношение рассто­

яний от точек Б  иЕ  до прямой Ь, если 8 ^  : 8 ^  =2:1, АВ :АС = 1:2.
2. Точка К  лежит на стороне АО выпуклого четырёхугольника 

АВСБ) и делит её в отношении 1:3, считая от вершины А. Извест­
но, что 8 авк :8вск =1:3. Доказать, что ВС || АН.

3. Точка Ь лежит на стороне ВС треугольника АБС. Точка К 
принадлежит отрезку АБ. Доказать, что БАВК • Бкьс = БАСК -Бш .

4 (МГУ, филологич. ф-т, 1999). В треугольнике АБС медиана АК  пе­
ресекает медиану ВВ  в точке Б. Найти площадь четырёхугольни­
ка КСВЬ, если площадь треугольника АБС равна 24.

5. В треугольнике АБС медиана АМ  перпендикулярна медиане 
БАГ. Найти его площадь, если А М  = т , БАГ = п.

6. В треугольнике АБС медиана АМ  и биссектриса СЬ пересека­
ются в точке О под прямым углом. Найти площадь треугольника 
ЬМО , если БЛВС = 1.

7. Определить площадь треугольника, если две стороны соот­
ветственно равны 27 и 29, а медиана третьей стороны равна 26.

8 (МГУ, ф-т психолог., 1974). Точки Е, Е, М  расположены соответст­
венно на сторонах АВ, ВС, АС треугольника АБС. Отрезок АЕ  со­
ставляет 1/3 стороны АВ, отрезок ВЕ составляет 1/6 стороны ВС, 
отрезок А М  составляет 2/5 стороны АС. Найти отношение площа­
ди треугольника ЕЕМ  к площади треугольника АБС.

9 (МГУ, физич. ф-т, 1997). Прямая, параллельная стороне АВ  треу­
гольника АБС, пересекает сторону ВС в точке М, а сторону АС в 
точке АГ. Площадь треугольника МСАГ в два раза больше площади 
трапеции АБМАГ. Найти СМ : МВ.

10. Через точку М, лежащую внутри треугольника АБС прове­
дены три прямые, параллельные его сторонам. Площади образо­
вавшихся при этом треугольников равны 8^ Б2, Б3. Найти пло­
щадь треугольника АБС.



§ 1.6. ПОДОБИЕ, ТЕОРЕМА ФАЛЕСА, 
ПЕРЕНОС ПРОПОРЦИЙ ВНУТРИ ТРЕУГОЛЬНИКА

Образование подобных фигур (в основном треугольников) — яв­
ление в планиметрии достаточно распространенное. Они могут 
возникать в результате дополнительных построений, например, 
проведения прямых, параллельных или перпендикулярных за­
данным, а могут быть и неявно заданы в условии. Задача решаю­
щего при этом состоит в том, чтобы их «увидеть», предварительно 
проведя анализ-сравнение всех входящих в геометрическую кон­
струкцию углов и отрезков. Иногда, как, например, в задачах пре­
дыдущего параграфа, информацию о подобии можно получить и 
из сравнения площадей фигур, результатом которого могут оказа­
ться нужные для подобия пропорции.

После того как подобие зафиксировано и обосновано (при этом, 
конечно, надо хорошо знать все три признака подобия треугольни­
ков), следует перенос информации из одного треугольника в дру­
гой. Прежде всего, он затрагивает отрезки сторон и углы треуголь­
ников. Поэтому с помощью подобия иногда удаётся «связать» со­
вершенно разрозненные отрезки геометрической конструкции, а 
из равенства соответствующих углов можно вдруг неожиданно 
«увидеть» параллельность заданных в условии прямых и, тем са­
мым, существенно продвинуться в решении задачи.

Мы не будем здесь рассматривать случаи, когда подобие прямо 
«бросается в глаза» и его невозможно не заметить — такие случаи 
уже встречались и ещё не раз будут встречаться при решении за­
дач в этом пособии. Обратим внимание лишь на две распро­
странённые ошибки, которые допускаются учащимися при реше­
нии задач на подобие.

Ошибка первая — результат невнимательности, неакцентиро- 
ванного подхода при рассмотрении подобных треугольников и, 
как следствие, путаница в сторонах при записи соответствующих 
отношений подобия, неверное определение коэффициента подо­
бия. Покажем это на следующем примере.

Задача 1. В треугольнике АВС на стороне АВ  взята точка П, на 
стороне ВС — точка Е так, что АВБС  + /А Е С  = 180°. Отрезки АЕ  
и ПС пересекаются в точке О. При этом АП : ЕС = 1 : 2 ,  
ПО : ОС = 2 : 5, АС = 7. Найти ПП.



Решение. Обозначим для удобства АВ  = 
п , ЕС = 2пу ВО = 2ту ОС = 5т. Из условия 
задачи легко следует равенство углов АВС 
и ЛЕС (ААВС = 180° -  АВВС)У опирающих­
ся на одно основание, что, в свою очередь, 
говорит о том, что точки В  и Е принадле­
жат дуге одной окружности, стягиваемой 
хордой АС (факт известный и очень рас-А 
пространённый в задачах с окружностями). Из этого сразу же сле­
дует равенство углов ВЕА  и ВС А  (как вписанных, опирающихся 
на одну дугу А!)) и подобие по двум углам двух пар треугольников: 
АВО  и СЕОу а также ВЕО иАСО. Зная коэффициент подобия в по­
следней паре треугольников и то, что АС = 7, несложно найти ВЕ. 
Однако определение этого коэффициента подобия порой вызывает 
проблемы.

Обычно у решающих задачу в этом месте количество правиль- 
4Л
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ных ответов = ̂  примерно равняется количеству неправиль-

Г 2>1ных I & = — I — «кто что быстрее увидел, то и написал...» Конечно

ВО 2
же коэффициент подобия не равен —— = —. Элементарная внима-

О
тельность подсказывает: напротив равных углов БОА и ЕОС в тре-

ОЕ 2
угольниках 1ЮА и ЕОС лежат стороны АО и ЕС и поэтому = —,

2Ж ОЕ 4т 28 28
О Е -* т . —  - ~ - — ^ О Е - - .  Ответ:— .

Другая ошибка — следствие ограниченности восприятия поня­
тия подобия. Часто при использовании понятия подобия школь­
ники думают только о равенстве соответствующих углов и про­
порциональности соответствующих сторон. Между тем, напом­
ним следствия из определения подобия плоских фигур [1—9]:

............................................................................................................
1. В подобных фигурах углы между любыми сходственны- 

ми линейными элементами равны , а длины этих элементов 
относятся как коэффициент подобия к.

тР8



Т. е. не только длины сходственных сторон аг и а,но также и 
длины других сходственных элементов: биссектрис 1Х и 1> медиан 
тги //г, высот Н1 и Ну периметров Рх и Р, радиусов вписанных и г и 
описанных Е1и Е  окружностей, относятся как коэффициент подо- 

а, гх 7П, Нг Рх гх Д, 
бия: — = — = —  = ~г = ~г" = = = к.а I т Н Р г Е
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^  2. В подобных фигурах площади любых сходственных эле-
ментов относятся как квадрат коэффициента подобия к2.

3 2  ..............................................................................................................................................................................................................................................

При изучении многоугольников и окружностей мы ещё увидим 
удобство использования такого «расширенного» варианта поня­
тия подобия.

Задача 2. В прямоугольном треугольнике АВС из вершины С 
прямого угла проведена высота СП. Радиусы окружностей, впи­
санных в треугольники АСП и ВСП, равны соответственно В и г . 
Найти радиус окружности, вписанной в треугольник АВС.

Решение. Обозначим искомый ра- С
диус через х.

1) АВСА = АСВВ => А САП -  АВАС =>
Р САР &

РвАС Х к Л
2) АВСВ = АВАС => АВСП -  АВАС => А

Р вс р  

Р вАС Х

3) Записав площадь треугольника АВС как сумму площадей 
треугольников ВСП и САП, используя при этом формулу выраже­
ния площади треугольника через полупериметр и радиус вписан­
ной окружности, получим: — Г' рвсв + В рСАВ> или, с учетом

7* Е
1 ) и 2 ), Х'РАВС = Г '— рдвс К —-Равс •

Сделав элементарные преобразования, получим: х2 = г2 + В2.
Ответ: л/г2 +В2.

Использование понятия подобия требует хорошо развитой гео­
метрической интуиции. «Увидеть подобие» — это зачастую «уви­
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деть невидимое». Для развития таких качеств на первом этапе 
обучения полезно познакомиться с несколькими наиболее распро­
странёнными планиметрическими конфигурациями, «выводя­
щими» решение на подобные треугольники. Одну из них (рис. 1) 
мы достаточно подробно исследовали в § 1.4. Другая (рис. 2), с че­
тырьмя парами подобных треугольников (ААВ1С1~  ААБ2С2,
ААС1С2 ~  ААВ1В 2, АВхОС2 ~ АСхОВ2, АВ1ОС1 ~ АВ2ОС2), будет 
подвержена тщательному анализу в главе 3 «Окружности».

А

Рис. 1 Рис. 3

Сейчас же хочется рассмотреть самую, наверное, распро­
странённую геометрическую конструкцию (рис. 3), когда треуго­
льники (в нашем случае это АВС и ВПС) имеют общий угол С, а ра­
венство двух других соответствующих углов является следствием 
анализа-сравнения всех углов, входящих в исследуемую конфи­
гурацию.

Выводы для случая, когда ААВС — прямоугольный, а ВП — его 
высота, падающая на гипотенузу, ранее нами уже приводились в 
§1.3.

Рассмотрим на других примерах применение этой конструкции 
в задачах различной степени сложности.

Задача 3 {МГУ, ф-т психолог., 1985). Продолжение медианы треу­
гольника АВС, проведённой из вершины А, пересекает описан­
ную около треугольника окружность в точке П. Найти длину от­
резка ВС, если длина каждой из хорд АС и ПС равна 1.

Решение. Соединив точки В и П, получим ААВС = АСВБ = 
АСА1) (как углы, опирающиеся на равные дуги, стягиваемые рав-
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ными хордами АС и СВ). Но тогда (здесь О —
точка пересечения А В  и ВС) ААОС ~ АВАС
(т.к. АС у этих треугольников общий). Отку-

1 2х
да, обозначив СО = ОВ = х, получим — = — . В

итоге х 2 = —у ВС = 2х = 42. Ответ: 42.А

Задача 4. Окружность проходит через вершины В, С, В  трапе­
ции АВСВ и касается боковой стороны АВ в точке В. Найти В В У 
если ВС = а, А В  = Ь.

Решение. Достроим трапецию до треуго­
льника с вершиной В. Величины углов 
ВВС (угол между хордой ВС и касательной 
ВВ) и СВВ (вписанный угол, опирающий­
ся на дугу ВС) равны половине дуги ВС. Из 
равенства этих углов следует подобие треу­
гольников ВВС и 8ВВ  с общим углом В.

ВВ 8В  
Из этого подобия получаем =

ВВ
ВС’ или ВВ =

а 8В
л/ЗО-ЗС

4аЬ. При этом равенство

5П Ь
= — следует из очевидного подобия треугольников ВВС и ЗАВ. ВС а

Отметим, что решение этой задачи можно существенно упрос­
тить, если заметить совсем не очевидное подобие треугольников 
АВВ  и ВСВ (по двум углам), которое следует из равенства углов 
ВВС, ВВС и 8АВ. Из этого подобия сразу же получается В В 2 = аЬ.

Ответ: 4аЬ.
Очень распространённым в планиметрии является класс задач, 

ключевую роль в решении которых играют свойства подобных 
треугольников, — это задачи, связанные с перенесением отноше­
ний длин отрезков (пропорций) из одной части геометрической 
конструкции в другую её часть, используя для этого заданные в 
условии или построенные дополнительно параллельные прямые.

В простейшем случае мы эту процедуру наблюдаем, когда две 
прямые пересекаются серией параллельных прямых.
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Ж 1
т*

Р

I
1 ?
ТГ*
1 "

Если а, Ъ, с, ах, Ь19 с1 — соответствующие длины отрезков
прямых, заключенных между параллельными прямыми, то

а Ъ с 
при этом — = — или а :Ъ : с

а.-.Ъ,: с,. (1 )
В принципе, эти результаты все­

гда можно получить из рассмотре­
ния подобных треугольников. Од­
нако геометрический факт, выраженный формулой (1 ), изве­
стный как обобщённая теорема Фалеса, имеет самостоятель­
ный интерес и очень полезен при решении задач.

Рассмотрим одну из них.

Задача 5 (МИРЭА, 1998). В равностороннем треугольнике АВС 
сторона АС продолжена на отрезок СВ, а сторона ВС на отрезок 
СЕ, причем ВБ = ВЕ. На продолжении ВС за точкой С взята точка 
Е так, что СЕ = СВ, и проведены отрезки СЫ и ЕЬ параллельно ЕА 
(здесь точка N  — точка на стороне АВ; Ь — на продолжении АВ). 
Известно, что А/Х = 15; ВЕ = 21. Найти длины отрезков СЕ и М .

Решение. 1) АСВЕ — равносторон­
ний (равнобедренный с углом при 
вершине АС = 60°);

2) АВВС = АВЕЕ (АВСВ = АВЕЕ  =
120°, АВВС = АВЕЕ, ВВ  = ВЕ);

3) ВС = ЕЕ, АТС || АР || ЬЕ=>ВЫ =АЬ 
(теорема Фалеса);

4) В И + Ш = А Ь  +А/У = А/Х = 15 =>
ВС = 15;

5) Обозначим ВС = дс, тогда 212 =
= х  + 152 -  2 15-де-сое 120°(теорема косинусов в АВВС), или дс 
СВ = СЕ = 9 (второй корень в этом уравнении — отрицательный);

АИ а СЕ 9
6 ) Обозначим А/У = а, тогда АГВ 15-а = — (теорема Фале- 10

са). В итоге а
45 

1 8 * Ответ: 9,
45



Перейдем теперь к изучению двух очень важных для геометри­
ческих расчётов модельных задач на перенос пропорций.

V® Модель 1. Проведем в треугольнике АВС из любых двух
эй

этим вершинам сторонах. Пусть это 
X* будут АЕ  и ВР, пересекающиеся в 
3 ^  точке О внутри ААВС. Этими отрез- 
I *  ками в треугольнике создаются че- 
ф  ВО АО ВЕ АР
X* тыре пропорции— и — .

, . АПокажем на примерах, что, зная лю-
X* бые две из них , всегда можно вычис-

лить оставшиеся пропорции.

Для этого необходимо сделать следующее дополнительное по­
строение: через одну из точек пересечения О, Е или Р провести 
прямую, параллельную либо сторонам треугольника, либо пря­
мым ВР и АЕ. Это построение должно быть тщательно продумано, 
ибо от того, насколько удачно оно проведено, зависит дальнейшая 
возможность переноса информации с помощью теоремы Фалеса 
или свойств подобных треугольников.

АО 3 АР 6
Пример 1. Пусть заданы отношения: = —. Обозначив

для удобства АВ = 6 т, АО = 3п, получим РС = 5т, ОЕ = п.
ВЕ м

Для определения —— удобно провести прямую ЕЬ || ВР. Тогда по ЕС
АР АО 3

теореме Фалеса —— = , РЬ = 2т, а значит ЬС = 3/га. Если те-РЕ ОЕ 1
перь снова воспользоваться теоремой Фалеса, сразу же получим 

ВЕ РЬ 2 
искомое отношение: = —.ЕС ЬС о ^

Мы видим, что с помощью специально­
го дополнительного построения создана 
геометрическая структура, состоящая из 
двух параллельных прямых, которые пе­
ресекают два угла ЕАС и ВСА, имеющие 
общую сторону АС. Сначала мы с помо- а  
щью теоремы Фалеса перенесли заданную

1.6. Подобие ̂ теорема Фалеса   61
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в условии пропорцию с одной стороны угла ЕАС на их общую сто­
рону, а затем, предварительно рассчитав в одних единицах изме­
рения длины всех получившихся отрезков АР, РЬ и ЬС, перенесли 
эту информацию с помощью той же теоремы на сторону ВС второ­
го угла.

ВО
Для определения отношения —— можно поступать различными

ОР
способами. в

1) Например, из точки О провести ОИ ||
А/У АО 3 

ВС. И, учитывая, что = —  = - ,  полу-

11т
чить N 0 = ——, РМ = 5 т

11т 9т
~ г — г - в

ВО N 0  11 
итоге, —— = —— = — . Здесь опять дважды О г г N  9
использовалась теорема Фалеса.

2) Или из точки Е провести ЕМ  || АС 
(кстати, данное построение можно испо-

ВЕ
льзовать и для нахождения т ^ ) -  Тогда изЕС
подобия треугольников МЕО  и РАО (к =1/3) получим М Е  = 2 т . А 
из подобия треугольников ВМЕ  и ВЕС (й=2/5) ВМ  : ВР = 2 : 5 .

Зх Зх 11х
Обозначив ВМ  = 2х, найдем МР = Зх, М О -— , ВО = 2х+—  = ——,4 4 4

Зх 9х ВО 11
ОР = Зх -  —  = — . В итоге, = — . Видим, что при таком допол­

нительном построении информация на ВР переносится из двух 
пар подобных треугольников.

3) Наконец, никто нам не мешает вое- х>
пользоваться уже полученной ранее ин­
формацией о том, что В Е : ЕС=2 : 3. Про­
ведя ОР || АС, попробуйте самостоятельно 
перенести информацию с АЕ  на ВС, и, 
пересчитав все его отрезки в одних еди­
ни цах , с помощью второй раз при­
менённой теоремы Фалеса получить искомое отношение.
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Пример 2. Зададим АО : ОЕ = 2 :1 ,  ВЕ = ЕС. Понятно, что в 
этом случае ВЕ — медиана. Обосновать этот факт с помощью опи­
санной процедуры не составляет труда.

Проведём ЕЬ  || ВЕ. Тогда ЕЬ : ЬС =
ВЕ : ЕС = 1 : 1 ,  АЕ : ЕЬ = АО : ОЕ = 2 :1 .
Т.е. АЕ = 2ЕЬ = ЕС.

Здесь информация о соотношениях 
длин отрезков с боковых сторон углов ЕАС 
и ВСА перенесена с помощью теоремы Ф а-. 
леса на их общую сторону АС. ИскомаяА 
пропорция получена после того как все ча­
сти АС выражены в одних единицах измерения.

АО 6 ВО 4 
Пример 3. В случае, когда —  = - ,  —  = - ,

ВЕ
попробуйте получить соотношение ——,

Е С
проведя ОР || АС.

Для определения АЕ : ЕС дополнитель­
ное построение выберите сами.

ВЕ  1 АЕ  3
°™ ет: г с ' г

ВЕ 3 АЕ  1
П ример 4. Задав -7— = - , —— = получите самостоятельно 

Е С  4 г  С о
7 ВО 
9’ ОЕ

Модель 2. Рассмотрим треуголь­
ник АВС и прямую, пересекающую 
две его стороны (пусть это будут АВ 
и ВС) и продолжение третьей соот­
ветственно в точках Е,Е  и П. Этими 
точками создаются три пропорции 
АЕ ВЕ АС
——, —— и знание любых двухЕВ ЕС СВ у
из которых всегда однозначно определяет третью.

Так же, как и в модели 1, эта задача решается с помощью опре­
делённого дополнительного построения. Каким будет это построе-
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ние — решающий должен выбрать сам. Вариантов у него, как пра­
вило, несколько — есть более удачные, есть менее.

Например, несложно догадаться, что соединив точки В и Б , 
мы сразу же переводим нашу задачу в одну из четырёх из модели 
1. А можно и независимо от этого создать такую геометрическую 
конструкцию, которая позволила бы с помощью теоремы Фалеса 
и свойств подобных треугольников перенести информацию об от­
ношениях отрезков с одной прямой на другую (или с двух раз­
личных прямых на третью) и, после определенной обработки 
этой информации, получить искомую пропорцию, возможно ещё 
раз прибегнув к помощи свойств подобия и теоремы Фалеса. От­
метим, что именно этот прием отрабатывался нами и при реше­
нии примеров 1 - 4  модели 1. Продолжим эту работу.

АР 4
Пример 5. Пусть в условии модели 2 заданы отношения —— = ~РВ 1
АС 3 ВЕ

и ——' = Для определения —— достаточно провести прямую
С 1 / О Г/С

СК || ББ до пересечения с АВ в точке К .
Тогда по теореме Фалеса АК  : КР =

3 :5 . Обозначив АР = 4 т, ВР = т. полу- 
3 5

чим сразу же АК  - ~ т , КР = —т. СноваС*
ВЕ

используя теорему Фалеса, имеем =ЕС

В

ВЕ
КЕ

т
5т/

2
5'

АЕ  5 ВЕ 3
П ример 6. Зададим теперь отношения — и — и опре-РВ 2 ЕС 4

АС
делим —г, сделав для сравнения два различных дополнительных 

С/1/
построения.

1) О бозначим  ВР  = 2 т ,  тогда ^
АР = 5т, АВ = 7т. Проведем ЕМ || АС 
до пересечения с АВ в точке N. Тогда 
по теореме Фалеса ВЫ : А!А = 3 :4 .  Сле­
довательно, БАГ = 3т, АМ = 4т, А!Р =
ВР -  ВР = т. Из подобия треугольни- 

, ВЕ
ков ВЕ N  и ВСА |/г = - ^  = - I  следует
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АС =—МЕ, из подобия треугольников УЕМ и РВА к =
т  1
РА 5= -  сле-

8
дует АО = 5 • ЫЕ. Поэтому С Б = —И Е , А С  : С Б  = 7

О

2) При проведении СР || АВ до пересече­
ния с ЕЙ в  точке Р образуются подобные 
по двум углам треугольники ВЕР и СЕР 

ВЕ ЗЛ
. Тогда, используя те же обо-

8 .

ЕС 4
8 т

значения, получим СР=—г~. Но треуголь-о
ники СРВ и АРВ  при таком дополнитель­
ном построении также оказываются по-А

СР 8
добными с коэффициентом к = —— = — , а потому СВ : АВ  = 8 :15 иАР 15
АС : СП = 7 :8 .

Притер 7. Задав
в е  г а с  г
ЕС получите самостоятельно ̂ Сх/ г

АР  8 
РВ ~ 3*

Итак, разобраны все возможные случаи определения про­
порций в этих двух модельных задачах. Мы сознательно рас­
сматривали их решение достаточно подробно, т. к. решение по­
добного рода задач требует выработки у учащ егося опре­
делённых и очень полезных с точки зрения будущего геомет­
рических навыков.

В первую очередь речь идет об умении делать удачные дополни­
тельные построения. Дело в том, что половина, если не больше, за­
дач планиметрии подразумевает их проведение в процессе реше­
ния. Понятно, что совершенно не обязательно всегда ассоцииро­
вать эту процедуру с параллельными прямыми. Иногда в задаче 
даже соединение двух различных точек отрезком уже даёт опре­
делённый «импульс» к решению, ибо приводит к образованию но­
вого геометрического объекта со своими свойствами и геометриче­
скими связями. А уж если нам удаётся «обнаружить» неявно за­
данную в условии окружность, то мы обычно с радостью убежда­
емся в том, что наша задача приобрела совершенно новое качест­
во. Ведь окружность содержит в себе столько геометрического по­
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тенциала, что задачу после этого порой бывает сложнее не ре­
шить, чем решить.

Однако, к сожалению, в экзаменационных работах мы часто 
встречаемся с обратной ситуацией, когда решающий проводит 
огромное количество ненужных, не заданных в условии линий и 
сам достаточно быстро «вязнет» в созданной собственными рука­
ми «геометрической паутине». Поэтому ещё раз повторим — важ­
но, очень важно развивать в себе навыки геометрической эруди­
ции. А это, как мы уже не раз повторяли, даётся только с решени­
ем достаточно большого количества геометрических головоломок.

И ещё одно замечание. Иногда в школах с углублённым изуче­
нием математики, а также в некоторых учебных пособиях предла­
гается следующий способ решения рассмотренных нами модель­
ных задач. Сначала формулируется и доказывается одна базовая 
теорема.

Теорема М енелая. Для геомет­
рической конф игурации, изоб­
ражённой в модели 2, верно следую­
щее равенство:

АР ВЕ СВ
РВ ЕС ВА (2)

Далее задача решающего состоит только в том, чтобы «увидеть» 
знакомую «картинку» — треугольник, пересечённый прямой, — 
и вспомнить алгебраическое соотношение (2), произнеся три раза 
мнемоническое «заклинание»: «от вершины до точки пересече­
ния, от точки пересечения до вершины».

У такого подхода есть свои плюсы и свои минусы.
Плюс в том, что, повторяя неоднократно одно и то же действие, 

учащиеся перестают «бояться» таких конструкций и сразу же 
ищут возможность применить приведённую теорему. Запишите, 
например, в примере 1 для ААЕС, пресечённого прямой РВ, соот- 

СР АО ЕВ
ношение —— • —— • —— = 1. Подставив заданные в условии числовые г А  ОЕ ВС

5 3 ЕВ  2 3
отношения, получим ~ ■ т ■ т—  = 1, ВЕ = ~ВС=>ЕС = ~ВС, азначит,6 1 ВС 5 5
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В Е  2
-гг^=—. Результат получен без применения каких-либо дополни- ЕС о
тельных действий. Просто одна формула — и всё!

Но есть и минусы. Во-первых, эта теорема в программу школь­
ного курса геометрии не включена, а значит, её использование 
требует, вообще говоря, приведения в экзаменационной работе до­
казательства. Само же доказательство теоремы Менелая представ­
ляет из себя задачу, решаемую методами, отработанными нами в 
моделях 1 и 2. Надо сделать дополнительное построение С Р  || А В  и 
получить искомое соотношение, используя свойства подобия двух 
пар треугольников А В Е Р  ~ А С Е Р  и А С Р В  ~ АА Р Б  (пожалуйста, 
завершите это доказательство самостоятельно, используя рису­
нок из второй части решения примера 6).

Во-вторых, и это важнее, возможность использования алгебра­
ических формул при решении планиметрических задач зачастую 
препятствует развитию геометрической изобретательности, спо­
собности геометрического видения задачи, геометрической эруди­
ции. По нашему мнению, теорема Менелая очень удобна для быст­
рой проверки правильности проделанных расчетов (в этом смысле 
полезно все семь приведённых выше примеров проверить с помо­
щью этой теоремы) и интересна как самостоятельная задача, все­
ляющая уверенность в неотвратимости получения результата. Од­
нако, безусловно, перспективнее сначала научиться делать в про­
цессе решения правильные дополнительные построения.

Формирование способности узнавать ключевые задачи на пере­
нос пропорций в реальных геометрических ситуациях — одна из 
важнейших целей этого параграфа.

Задача 6 (МГУ, географ, ф-т, 1992). В треугольнике А В С  биссект­
риса В Е  и медиана А О  перпендикулярны и имеют одинаковую 
длину, равную 4. Найти стороны треугольника АВС.

Решение. 1) Обозначим через О точку пере- в
сечения АП и В Е .  Тогда В О  — биссектриса и 
высота в ААВП => ААВП — равнобедренный, и 
А О  = ОП = 2.
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2) ВО : ОЕ = 3 :1  (для определения этой пропорции достаточно
в опровести ОР || АС, тогда БР  = РС = ——) => ВО = 3, ОЕ = 1.

и
3) По теореме Пифагора из ААВО: АВ = VI3 => ВС=2л/ТЗ; из 

МОЕ: АЕ = 4Ъ => АС=3^5 (т .к . В Е  — би ссектри са, то 
АЕ АВ 1
~ЕС = ВС = 2}- Ответ: 713;2л/13;Зл/5.

Задача 7 (МГУ, биолог, ф-т, 1982). Точки Б и ф расположены на 
стороне БС треугольника АБС так, что ВР : Бф : фС = 1 : 2 : 3 .  
Точка К делит сторону АС этого треугольника так, что АВ  : КС = 
= 1 : 2 .  Чему равно отношение площади четырёхугольника 
Р($8Т к площади треугольника АБС, где 5 и Т — точки пересече­
ния прямой ВК с прямыми А ^  и АР соответственно?

Рис. 1.

Решение. 1) Обозначим 8 ^  = 8 , тогда 
25

8ВКС = “7Г (треугольники с общей верши- о
ной Б, длины оснований которых отно­
сятся как 2 : 3, см. рис. 1).
2) = ” 8Врт> ПРИ этом треугольни­
ки Б 5ф  и ББ77 имеют с АВЕС общий 
угол, а значит, их площади можно выра­
зить через площадь АВЕС. Для этого не­
обходимо лишь понять, в каком отноше­
нии отрезок ВЕ делится точками Т и 5.

ВТ  3
3) —— = -  (следует из решения задачи о 1Е  о

переносе пропорций в ААВС, где 
ВР : РС = 1 :5 ,  АЕ : КС = 1 :2 ,  обоснуйте 
самостоятельно, см. рис. 2).

Б 5  3
4) —— = -  (следует из решения аналогичной задачи). 8Е  1
5) ВТ : Т8 : 8К = 3 : 3 : 2  (это резуль­

тат пересчета всех отрезков в одних 
единицах измерения: обозначим (рис.в
3) ВТ  = Зле, ТЕ = 5лс, 5Б = у , Б 5  = 3у, 
тогда ВЕ  = 8л; = 4у => у = 2х).

Рис. 2.

<—  3 * -------Ж ------ Ъх
8

------ >

Т  ±------------- ОУ У '
к

Бис. 3.



8ВЗЯ ВС) В8  1 6 3 8ВРТ ВР ВТ  1 3 1
6 ) 5ВЛС ~ ВС ВВ  2 8  8 ’ 8 ВВС ~ ВС ВК ~ 6 8  “  165 8р*зт ~

5 5 2 5 5
— &врт — ^ 0  ®вне — з ̂ ~  2 4 Ответ:

Заметим, что у этой задачи возможно другое решение, если ис­
комую площадь рассматривать как часть площади треугольника 
АРЯ- Проведите его самостоятельно — это очень полезно!
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Задача 8  (МГУ, эконом, ф-т, 1985). В треугольнике АВС на основа­
нии АС взяты точки Р и ф так, что АР < АЯ- Прямые ВР и ВЯ де­
лят медиану АМ  на три равные части. Известно, что РЯ = 3. Най­
ти АС.

Решение. Обозначим точки пересечения 
отрезков АМ  с ВР через В , АМ  с ВЯ — че­
рез 5.

1) 5 — точка пересечения медиан ААВС 
(следует из единственности этой точки в 
треугольнике: АМ  — медиана, А 8 : 8М  =
2 : 1)=>АЯ = ЯС, В 8 :8 Я  = 2 : 1 .

2) АВ : В8  = 1 : 1, ВЗ : 8Я  = 2 : 1 =>
АР : РЯ = 2 :3  (обоснуйте самостоятельно) => АР = 2, АС? = 5, АС = 
10. Ответ: 10.

И у этой задачи возможен другой вариант решения, если в пун­
кте 2 найти отношение АР : РС.

В заключение посмотрим, как умение переносить пропорции 
может быть реализовано в конфигурации, фактически состоящей 
из двух смежных треугольников.

Задача 9 (Курский госуд. техник, ун-т, 1996). На сторонах АВ, ВС И 

АС треугольника АВС взяты точки К, Ь и М  соответственно, 
1 3

причём КВ  = -  АВ, ВЬ = -  ВС, АМ  = МС. Отрезки КЬ и ВМ  пересе- 3 5
каются в точке О. Найти отношение ВО : ОМ.

Решение: Попробуем перенести информацию об отношениях 
частей отрезков ВС и АС треугольника АВС на сторону АВ. Для 
этого из точек С и М  проведем прямые, параллельные КЬ до пере­
сечения с АВ в точках Р к N  соответственно (обозначим при этом
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точку пересечения СР с ВМ  через К). Это 
удобно, так как если нам удастся найти 
отношение ВК : КР : РЛГ : ЛГА (а для этого 
мы все эти отрезки должны будем выра­
зить в одних единицах измерения), то по 
теореме Фалеса мы сразу сможем опреде­
лить пропорцию В О : О К : КМ , а значит, и 
искомое ВО : ОМ.

1) ВЬ : ВС = 3 : 5 => ВЬ : ЬС = ВК : КР  = 3 : 2 .  Поэтому если обо-
2

значить ВК  = п9 то КР=—п.
о

2) А М  = М С=>Ш  = ЛГР.
2 4 2

3) АР = 2га — —га — —га, тогда АЛ/ = РЫ = —га.
О О о

В итоге ВО : ОК : КМ = ВК : КР : РМ = 3 : 2 : 2 ,  следовательно, 
В О : ОМ = 3 :4 . Ответ: 3 : 4.

Честно говоря, и в этой задаче возможны другие дополнитель­
ные построения и даже не один вариант решения. Подумайте над 
этим и попытайтесь предложить какой-нибудь свой.

Заканчивая этим параграфом первую главу пособия, отметим, 
что в ней изучен объём геометрической информации, достаточ­
ный для успешного решения очень большого количества задач 
планиметрии. В главах 2 и 3 мы остановимся лишь на особенно­
стях, которые вносят в процесс решения другие геометрические 
объекты — четырёхугольники, многоугольники и окружности. А 
в последующих главах рассмотрим различные методы решения 
планиметрических задач, проиллюстрировав их применение бо­
льшим количеством примеров.

Задачи для самостоятельного решения

1. Точка N  лежит на стороне АС треугольника АВС, причём 
АЛГ :АС = п. Найти, в каком отношении медиана АМ  делит отре­
зок ВЫ.

2. В треугольнике АВС с площадью, равной 1, точка Р принад­
лежит стороне ВС так, что В Р : ВС = 3:5, точка О принадлежит от­
резку АР так, что АО : ОР = 4:3. Найти площадь треугольника 
АОМ, где М  — точка пересечения ВО с АС.

в

А М С



3. В треугольнике АВС через точку М, лежащую на стороне ВС, 
проведены прямые, параллельные сторонам АС и АВ. Площадь об­
разовавшегося параллелограмма составляет 5/18 площади треу­
гольника АВС. Найти ВМ  : МС.

4 (МГУу жоном. ф-т, 1987). В треугольнике АВС точка Я на стороне 
АВ и точка М на стороне АС расположены так, что А Я : КВ = 2 : 3 и 
АМ  : МС = 4 :5 .  Найти отношение, в котором точка пересечения 
прямых КС и ВМ  делит отрезок ВМ.

5 (МГУ, ф-т п о ч вовед1976). В прямоугольном треугольнике мень­
ший угол равен а. Перпендикулярно гипотенузе проведена пря­
мая, делящая треугольник на две равновеликие части. Опреде­
лить, в каком отношении эта прямая делит гипотенузу.

6  (МГУ, географ, ф-т, 1982). В треугольнике АВС длина высоты ВВ 
равна 6 , длина медианы СЕ равна 5, расстояние от точки пересече­
ния ВВ с СЕ до стороны АС равно 1. Найти длину стороны АВ.

7. В треугольнике АВС на стороне АВ выбрана точка В, а на сто­
роне ВС — точка Е так, что прямая ВЕ параллельна стороне АС. 
Отрезки АЕ и СВ пересекаются в точке О, отрезки ВО и ВЕ -  в точ­
ке Е, при этом ВО : ОС =1 :2 . Определить площадь треугольника 
ВЕЕ, если площадь ВЕО равна 1.

8 . Точки М, N  и Р принадлежат соответствующим сторонам 
АВ, ВС и АС треугольника АВС так, что АМ  : АВ  = ВЛГ: ВС = СР : 
СА = 1 :3 . Прямые СМ, А/У и ВЕ, пересекаясь, ограничивают треу­
гольник площадью В. Найти площадь треугольника АВС.

9. В треугольнике АВВ на стороне АВ взята точка В, на стороне 
АВ — точка Е, причем ЕВ = 2АЕ. Прямые ВЕ и ВВ пересекаются в 
точке ЛГ так, что 4ВЛГ = ЗВЕ. Из точки В параллельно стороне АВ 
проведена прямая, пересекающая ВВ в точке С. Найти :а) ВС:СВ;
б) площадь треугольника ВЛГЯ, где Я — точка пересечения пря­
мых АС и ВВ, если площадь четырёхугольника АВСВ равна 5.

10. В треугольнике АВС, площадь которого равна 1, на стороне 
ВС взяты точки Е и Е, делящие её на три равные части, а на сторо­
не АС взяты точки Е и (?, также делящие эту сторону на три рав­
ные части. Найти площадь четырёхугольника, образованного при 
пересечении прямых ВЕ, В(?, АЕ и АЕ.
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ГЛАВА 2. ВЫПУКЛЫЕ ЧЕТЫРЁХУГОЛЬНИКИ

В этой главе мы подробно рассмотрим ключевые геометриче­
ские факты, касающиеся такого распространенного в планимет­
рии объекта, как четырёхугольник.

Встретив в условии задачи словосочетание «выпуклый че­
тырёхугольник», учащийся либо вообще игнорирует слово «вы­
пуклый», либо от неожиданности останавливается и не может да­
же начать процесс решения, тщетно пытаясь обнаружить ка­
кой-то подвох. Поэтому начнём с определения понятия «выпукло­
сти» фигуры. Ничего особо сложного в этом понятии нет.

Фигура называется вы пуклой , 
если отрезок, соединяющий любые 
две её точки, не пересекает границ 
этой фигуры. Можно дать и другое 
определение: многоугольник назы­
вается выпуклым , если он целиком 
расположен по одну сторону от 
каждой из прямых, содержащих 
его стороны. Так, представленный 
на рисунке четы рёхугольн и к  
АВСБ — выпуклый, а ЕРКЬ тако­
вым не является. Для того, чтобы 
понять это, годится любое из двух 
данных выше определений — обя­
зательно разберитесь в этом само­
стоятельно.

Если соединить отрезком две противоположные вершины вы­
пуклого четырёхугольника, образуется два треугольника с одним 
общим элементом — диагональю четырёхугольника. Первые вы­
воды относительно разрешимости задачи на определение различ­
ных элементов четырёхугольника в зависимости от количества 
его элементов, заданных в условии, следуют как раз из этого раз­
биения.



§ 2 .1 . РАСЧЁТ ЧЕТЫРЁХУГОЛЬНИКОВ
Итак, сколькими независимыми элементами определяется вы­

пуклый четырёхугольник?
Если говорить о произвольном четырёхугольнике, то их — 

пять, так как каждый из входящих в него двух треугольников 
определяется, вообще говоря, тремя независимыми элементами 
(конечно, с определёнными оговорками, сделанными нами ранее в 
§ 1.1), а один элемент — диагональ четырёхугольника — у них об­
щий. Приведем пример.
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Задача 1. В четырёхугольнике АВСБ  угол АВС  прямой, 
АВ = 3, ВС = 5, А1) = 6, БС = 7. Найти косинус угла АБС.

Решение. Диагональ АС разбивает АВСБ 
на два треугольника — прямоугольный 
ААВС, из которого по теореме Пифагора 
сразу следует АС2 =34, и ААСБ, в котором 
теперь уже определены три стороны, поэто­
му косинус искомого угла легко определя­
ется по одноимённой теореме: 34 = 62 + 72 
-2  • 6 ♦ 7 • соз ААБС.

17
Откуда соз ААБС = — .28

На практике задачи на расчёт четырёхугольников обычно на­
много сложнее.

Решая, например, задачу 3 из §1.4, мы даже не обратили внима­
ние на то, что четырёхугольников с заданными в условии пара­
метрами очень много. Действительно, если начать строить дан­
ную фигуру с помощью циркуля и линейки, то, выбрав для опре-

В

17
0 т в е т :  2 8 ’
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делённости некоторое значение длины АС = х , мы по трём элемен­
там — а,Ъ и х  — сначала зафиксируем треугольник АВС, а значит, 
и его медиану СМ. А  затем, с известными сторонами АС, А/У = СМ 
и СИ = с/2  построим ААСЫ, достроив его потом до ААСВ. Понятно,
что выбрав другое АС, мы получим другой четырёхугольник 
АВСВ, все стороны которого будут теми же самыми (следует из ре­
шения).

Ничего удивительного в этом нет. Ведь по условию в четырёху­
гольнике заданы всего лишь четыре элемента, и для его фиксации 
на плоскости необходим ещё один элемент. Однако в процессе ре­
шения оказалось, что для определения четвёртой стороны без это­
го вполне можно обойтись. Хотя понятно, что, например, диаго­
наль четырёхугольника мы найти не сможем.

Количество определяющих четырёхугольник независимых эле­
ментов, действительно, часто практического значения не имеет. 
Если что-то требуется найти в произвольном четырёхугольнике, 
то, как правило, это делается из решения треугольников, его со­
ставляющих; при этом внешняя структура объекта остаётся как 
бы «за скобками». Наличие же у этих треугольников общих эле­
ментов является хорошим связующим условием и в решении, бе­
зусловно, учитывается в первую очередь.

Задача 2. В выпуклом четырёхугольнике АВС И на стороне ВС 
взята точка М  так, что ВМ  : МС = 2 :1 ,  отрезки ВВ и МВ делят 
угол АВС на три равные части, при этом отрезок АМ, пересека­
ясь с ВВ в точке К 9 делится пополам. Найти длину диагонали 
АС, если СВ = 1 и созС = ̂ .

Решение. 1) В ААМВ: ВК  — биссект­
риса и медиана (по условию), а значит, 
и высота, т.е. ВК  ± АМ.

2) В ААВМ: ВК  — высота и медиана, 
а значит ААВМ  — равнобедренный,
АВ = ВМ  и ВК  — биссектриса угла В.

3) В ДВСВ: В М  — биссектриса 
/.ВВС В В :В С  = В М :М С =  2 : 1 =>
В В  = 2.
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Теперь по теореме косинусов: ВС2 +12 -2 В С 1 * -  = 22 =» ВС = 2

(второй корень уравнения — отрицательный) ВМ  = АВ=4/3.

основного тригонометрического тождества и условия зтС  > 0)

Решение этой более сложной задачи ещё раз показывает, что 
расчёт четырёхугольников — это, как правило, «движение по тре­
угольникам», на которые этот четырёхугольник разбивается в 
процессе решения, без специального исследования числа элемен­
тов, этот четырёхугольник определяющих.

Однако в планиметрии существуют две категории четырехуго­
льников, главное отличительное свойство которых — наличие па­
раллельных сторон. Это трапеции (одна пара параллельных сто­
рон) и параллелограммы (две пары параллельных сторон). Естест­
венно, такая особенность отражается на многих свойствах этих 
геометрических объектов (в последующих двух параграфах мы 
их подробно исследуем), и, в первую очередь, на количестве неза­
висимых элементов, полностью определяющих каждый из этих 
объектов.

Так, на трапецию АВСБ можно посмотреть как на геометриче­
ский объект, состоящий из двух треугольников с двумя одинако­

в о  ВВ
4)-------------= ------

81П /В В С  81пС (теорема синусов), где зтС  =
л/15

(следует из4

созБ = 1-2 8Ш* /-ВВС -  — (косинус двойного угла) АС2 = — .о 2 1о

выми элементами:
Нх В С а) общей стороной АС и равными вы­

сотами А Н 1 = СН 2, либо
б) общей стороной АС и равными при­

лежащими к ней углами ВС А  и САВ.

А Н2 Б

А это значит, что произвольная тра­
пеция должна полностью определяться 
только четырьмя независимыми эле­
ментами.
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Параллелограмм же состоит вообще из 
двух равных треугольников, а потому и 
определяется он, как треугольник, — 
тремя элементами.

Действительно, зададим три элемен­
та, например диагональ АС = й парал­
лелограмма АВСП, его высоту ВН = к и 
один из углов между сторонами, на­
пример ААНС = а, и попробуем постро­

ить АВСП с помощью циркуля и линейки.
Это сделать совершенно несложно. 

Из любой точки прямой АО восстано­
вим к ней перпендикуляр длины к, а 
через его вершину проведем прямую, 
параллельную АО. После этого из про­
извольной точки О прямой АО отло­
жим угол а, одна из сторон которого 
лежит на АО, а вторая пересекает по­
строенную ранее параллельную АО 
прямую в точке С. Проведя окруж­
ность с центром в точке С и радиусом 
(1У фиксируем вершину А как резуль­
тат пересечения этой окружности с 

прямой АО. Если затем из А провести прямую, параллельную СО 
до пересечения с прямой, параллельной АО, получим четвертую 
вершину В параллелограмма.

Точно так же, задав четыре элемента в трапеции АВСО, на­
пример, длину основания а, длины диагонали й и боковой сто­
роны Ъ(й> Ъ), исходящих из одной вершины заданного основа­
ния, и высоту к , можно в качестве иллюстрации сформулиро­

ванной выше закономерности 
построить эту трапецию цир­
кулем и линейкой.

Кстати, таких трапеций бу­
дет две, но у каждой из них 
остальные параметры опреде­
ляются однозначно.



Чтобы выполнить это построе- 
Ж ние, сначала, как и в предыдущем 

случае, через вершину перпенди­
куляра длины Ну восстановленно­
го из произвольной точки отрезка 
АО = а у проведём прямую, парал-
лельную АО. Затем построим две 
окружности с центром в точке А 
радиусами Ъ и д. Каждая из этих 
окружностей пересекают пря­

мую, параллельную АО, в двух точках — соответственно Б ,Б2и
С,С2. Однако, учитывая, что точка С должна находиться правее 
точки В (следует из выпуклости трапеции, т.к. О взята правее А), 
возможны только две геометрические фигуры, обладающие за­
данными параметрами АБСО и АЕ^СБ. Они при этом фиксирова­
ны на плоскости, а это значит, что все их элементы можно опреде­
лить как графически, так и аналитически, зная а,Ъ, д, и Н.

Сформулируем важный вывод:
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1. Зная любые три независимые элемента в параллелог­
раммеу всегда можно найти все остальные его элементы;

2. Зная любые четыре независимые элемента трапеции, 
также всегда можно определить все остальные её элементы.

Как и для треугольников, этот геометрический факт мы реко­
мендуем зафиксировать в сознании. Его, как правило, редко фор­
мулируют. И даже те, кто формулирует, — никогда не доказыва­
ют. Однако он имеет ключевое значение, так как формирует у уча­
щегося уверенность в разрешимости задачи на расчет параллелог­
раммов и трапеций при заданном, необходимом для этой фигуры 
количестве определяющих элементов.

Само же решение такой задачи, как мы скоро убедимся, прак­
тически ничем не отличается от методики решения задач на 
расчёт треугольников, так как использует (что естественно) те же 
базовые теоремы. Наличие у треугольников, на которые распада­
ется трапеция или параллелограмм, общих элементов (сторон, 
высот, углов) при этом является хорошим связующим условием и 
может быть использовано в качестве дополнительных замыкаю­
щих соотношений.



Разберём несколько задач для иллюстрации приведённых зако­
номерностей.
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Задача 3. Найти синус острого угла параллелограмма, если 
длины его высот равны 3 и 4, а периметр равен 28.

Решение. В параллелограмме 
АВС В  заданы три элемента. Обозна­
чим через х = А1) и у = АВ  его сторо­
ны, соответствующие высотам ВН  
= 3 и ВР = 4. Тогда из условия сле­
дует: 2х +2у = 28. Второе замыкаю­
щее соотношение можно получить, 
записав площадь параллелограмма 
5  (произведение основания на высо­
ту) двумя способами: 8 = Зх = 4у.
Решив эту простую систему уравнений, находим стороны парал­
лелограмма х  = 8, у = 6. Синус острого угла параллелограмма лег­
ко получить из соотношений в прямоугольном треугольнике: ли- 

3 1 4 1 1
бо в ААВН: з т а  = -  = — ; либо в ААР Б: зтос = — = —. Ответ: —.у 2 х 2 2

Задача 4. Прямоугольная трапеция описана около окружности. 
Найти радиус окружности, если основания трапеции равны аиЬ .

Решение. В трапеции АВСВ зада­
ны четыре элемента: 1) ВС = а; 2) ^ г р а - г с
А В  = Ъ; 3) А А - 90°; 4) условие —
«трапеция описана около окружно- г 
сти».

Представим последнее условие в ^  
математической форме. Для этого 
опустим из центра О окружности 
перпендикуляры на стороны трапе­
ции, получим Е, Е, К, Ь — точки 
касания окружности с трапецией. 1 
Но тогда АЕОЬ и ВЕОЕ — квадраты 
со стороной, равной радиусу вписанной окружности (обозначим 
его через г), СК=СР = а - г 9 ВК  =ВЬ=Ь-г (следует из равенства от­
резков касательных, проведённых к окружности из одной точки).



Далее опустим из вершины С высоту СН. В прямоугольном 
АСНВ: СН = АВ = 2г, ВН=Ъ-а, СВ=а+Ъ-2г. Замыкающим соот­
ношением будет теорема Пифагора: (2г)2 +(6-а)2 = (а+6-2г)2, от­
куда после раскрытия скобок и приведения подобных следует 

аЪ аЪ
г = — г. Ответ:— г.а+Ъ а+Ъ
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Задача 5. Периметр параллелограмма равен 90, острый 
угол — 60°. Диагональ параллелограмма делит его тупой угол в 
отношении 1 :3 .  Найти стороны параллелограмма.

Решение. В параллелограмме 
АВСВ заданы три элемента, тре­
тий — в виде отношения углов 
1 : 3. Обозначим /А = 6 0 ° , тогда х/
/ В = 120°. Так как в треугольни­
ке против большей стороны лежит /6̂  
больш ий угол и /А В В = /В В С  д  
(внутренние накрест лежащие), то 
если принять для определенности, что А В  > АВ, получим

3
/А В В  = 3 /В В С  = ~ /В  = 90° (заметим, что если бы мы посчитали,4

1 1что АВ < АВ, то получилось бы /А В В  = ~ /.ВВС  = -  / В =30 , а зна-3 4
чит, /А В В  = /С В В  = 90° — вершины В и В как бы поменялись ме­
стами). Обозначим для удобства АВ = х, АВ = у . Тогда из соотноше-

х  0
ний в прямоугольном треугольнике —=соз60 , или у = 2х. Кроме

У
того, по условию 2(х+у) = 90. Откуда легко получаем х  = 15, у = 30.

Ответ: 15; 30.

Задача 6. Найти площадь равнобедренной трапеции, у кото­
рой основания имеют длины 12 и 20, а диагонали взаимно пер­
пендикулярны .

В трапеции заданы четыре элемента-условия (перечислите их 
самостоятельно). Приведём два различных решения этой задачи. 

Пусть это трапеция АВСВ, О — точка пересечения диагоналей. 
Решение 1. 1) ВВ  = АС (т.к. ААВВ-  ААСВ по двум сторонам и 

углу между ними).
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2) ВО : ОВ=СО:АО= 12:20=3:5. 
Обозначим ВО = ОС = Зх, тогда АО = 
ОВ = 5х.

3)(5х)2 +(5х)2 = 202(т . Пифагора в

АЛОВ). Откуда х

4)

= 8.

8 вое ~~
9 х2

= 36, 5 . --8Г

25х
= 100,

15х
= 60.

5) В итоге >8АВСО =100+36+2 60 = 256.
В пункте 1) этого решения было доказано известное утвержде­

ние: в равнобедренной трапеции диагонали равны . Попробуйте 
доказать самостоятельно обратное утверждение: если в трапеции 
диагонали равны , то она равнобедренная. Если это покажется 
сложным, в качестве наводящего соображения используйте при­
ем, предложенный в решении 2 этой задачи.

Решение 2. Сделаем одно достаточно распространенное в зада­
чах на трапецию дополнительное построение: из вершины С про­
ведем прямую СЕ || ВВ  до пересечения с АВ  в точке Е . Удобство 
этого построения заключается в том, что площадь трапеции АВС В  
становится равной площади вновь образованного треугольника 
АСЕ .

Это легко следует из равенства площадей треугольников АВС и 
СВЕ (у них равны высоты и основания — покажите самостоятельно).

Решение нашей задачи с таким построением выглядит намного 
проще. ААСЕ — равнобедренный (АС = ВВ  = СЕ) и прямоуголь­
ный (СЕ || В В  А АС) => 2 АС2 =322 (теорем а П иф агора) и

^ А С Е - 256. Ответ: 256.

В этой главе будет ещё много задач на параллелограммы и тра­
пеции. Прежде чем начинать решение каждой из них, старайтесь 
везде, где это возможно, сначала ответить на вопрос: принципиа­
льно имеет ли эта задача решение, достаточно ли для этого задан­
ных в условии элементов, можно ли построить заданную фигуру 
циркулем и линейкой.
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Задачи для самостоятельного решения

1. Построить с помощью циркуля и линейки:
а) параллелограмм — по стороне и двум диагоналям;
б) трапецию — по четырем сторонам;
в) выпуклый четырехугольник — по четырем сторонам а, Ъ, с, (I 

и отрезку ту соединяющему вершину с серединой одной из проти­
воположных сторон.

2. В выпуклом четырёхугольнике АВСН: ВС =АП = 2, АВСО = 30°,
1

8Ш^ВПС = - ^ ,  угол ВАН — прямой. Найти АВ.

3. Расстояния от точки пересечения диагоналей параллелог­
рамма до его неравных сторон равны соответственно 2 и 3, а 
острый угол равен 60°. Найти площадь параллелограмма.

4 (МТУ, жоном. ф-т, 1999). В параллелограмме АВСН (АВ || СН) диа­
гональ ВН = а, О — точка пересечения диагоналей. Найти пло­
щадь параллелограмма, если НВА = 45°, АОВ = 105°.

5 (МТУСИ, 1996). Найти площадь прямоугольной трапеции с осно­
ваниями 8 и 18, если её диагонали взаимно перпендикулярны.

6 (МГУ, географ, ф-т, 1984). В ромбе АВСН СО СТОРОНОЙ, равной 6 И
к

углом ВАН, равным —, на стороне ВС взята точка Е на расстоянии, 
о

равном 2 от точки С. Найти расстояние от точки Е до центра ромба.
7 (МГУ, физич. ф-т, 2000). В параллелограмме КЬМИ  биссектриса 

АМЫК пересекает сторону КЬ в точке ф такой, что Ь()/()К  =1/3, 
АЬИ()=а. Найти АЬЫК.

8  (МГУ, геолог, ф-т, 1998). Четырёхугольник Р<дК 8  вписан в 
окружность. Диагонали РК и СВ перпендикулярны и пересекают­
ся в точке М. Известно, что Р8 = 13, ( =  10, (?В = 26. Найти пло­
щадь четырехугольника Р()В8.

9 (МГУ, ф-т психолог., 1987). В выпуклом четырёхугольнике АВСН 
диагонали пересекаются в точке О. Площади треугольников ВОС, 
СОН, АОН равны соответственно 20 кв.м, 40 кв.м, 60 кв.м. Найти 
угол ВАО, если известно, что АВ = 15 м, АО = 8 м, а угол ВОА боль­
ше 31°.

10 (МГУ, жоном. ф-т, 1995). В трапеции КЬМЫ известны боковые 
стороны КЬ = 36, МЫ = 34, верхнее основание ЬМ  = 10 и

соз( А КЕМ )= -“ . Найти диагональ ЬЫ. 
о
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И СЛЕДСТВИЯ ИЗ НЕЁ

Какие свойства приобретает четырехугольник, когда у него 
появляется хотя бы одна пара параллельных сторон? Для от­
вета на этот вопрос напомним несколько хорошо известных 
геометрических конфигураций, содержащих параллельные 

прямые.

1) /  1 = /  & (внутренние накрест лежа­
щие), ^ 2  + ^ 3  = 180°. Наличие в задаче па­
раллельных прямых помогает переносить 
информацию о величинах углов по расчет­
ной плоскости.

2) ААОБ ~ АВОС . Параллельность прямых 
практически всегда приводит к образованию 
подобных треугольников — надо только нау­
читься их замечать.

3) АВ = СО, ВС = АО, / 1  = / 2 .  Наличие 
в задаче двух пар параллельных прямых 
также помогает переносить по расчётной 
плоскости информацию о длинах отрезков и 
величинах углов.

4) В  ВАЛ ~  ^ С А Л  7 ®  АВС ~  &2)ВС 7 ^ О А В  ~ ~ 8 0 с л у

& вал :&лвс = АВ 1 ВС. Параллельные прямые 
дают возможность сравнивать площади тре­
угольников в случае, когда их основания ле­
жат на этих прямых.

5) АС — биссектриса /  А  => АВ = ВС. При 
пересечении биссектрисой угла прямой, па­
раллельной одной из сторон этого угла, про­
исходит «рождение» равнобедренного треу­
гольника.

6) АО — биссектриса /.А , ВО — биссектриса 
/  В => /Л О В  = 90°. При пересечении биссект­
рис внутренних односторонних углов при па­
раллельных прямых происходит «рождение» 
прямоугольного треугольника.
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Зафиксируем теперь некоторые, наиболее часто используемые 
свойства параллелограммов и трапеций, непосредственно следую­
щие из приведённых фактов:

а) признаки параллелограмма , в 
особенности третий (традиционно за­
бываемый): если в четырёхугольнике 
диагонали точкой пересечения делят­
ся пополам, то этот четырёхуголь­
ник — параллелограмм.

б) диагонали параллелограмма де­
лят его на две пары равных треуголь­
ников, площади всех этих треуголь­
ников равны между собой,

в) диагонали трапеции, пересека­
ясь, образуют четыре треугольника, 
два из которых равновелики, а два 
других — подобны, коэффициент по­
добия равен отношению оснований 
трапеции.

г) биссектрисы углов, 
прилежащих к боковым 
ст оронам т рапеции  
перпендикулярны; ана 
логично перпендикуляр­
ны биссектрисы углов,
прилежащих к любой из сторон параллелограмма,

д) в параллелограмме сум­
ма квадратов диагоналей рав­
на сумме квадратов всех его 
сторон: д* +&1 =2(а2 +с2), где

— диагонали паралле­
лограмма.

Дополним эти свойства результатами, следующими из разбие­
ния четырёхугольника одной из его диагоналей на два треуголь­
ника:
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е) площадь параллелограм­
ма равна  удвоенной площади 
одного из равных треугольни­
ков, на которые делит паралле­
лограм м  его д и аго н ал ь : я
8= ас вша = ака где а и с — длины сторон параллелограмма, а  
а  — угол между ними, ка— высота параллелограмма, про­
ведённая к стороне а.

ж) площадь трапеции рав-
а+Ь

к, где а и Ъ — длины

оснований трапеции, к — её 
высота.

з) средняя линия трапеции 
параллельна основаниям и её 
длина равна полусумме длин  
оснований трапеции.

Использование этих свойств — составная часть решения любой 
планиметрической задачи с участием параллелограммов и трапе­
ций. Покажем это.

Задача 1. Перпендикуляр, опущенный из точки О пересече­
ния диагоналей параллелограмма АВСВ на сторону БС, делит её 
на отрезки ВН  = 12 и НС = 33. Определить площадь параллелог­
рамма, сторона АВ  которого равна 29.

Реш ение. В параллелограмме 
заданы ровно три элемента. Для^ 
определения его площади опустим 
из вершины А  перпендикуляр АР 
на прямую БС. АР  является высо­
той параллелограмма. Вычислив 
ее длину, мы сразу же найдем ис­
комую площ адь. Зам ети м , чтоА  
АР || ОН (как два перпендикуляра

В 12 Н 33

В
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к одной прямой), АО = ОС (по свойству диагоналей параллелог­
рамма), следовательно РН  = НС = 33 (по теореме Фалеса). А это 
значит, что точка Р лежит на продолжении стороны ВС за точку 
Б, РВ = 3 3 -1 2  = 21. Тогда, по теореме Пифагора в прямоуголь- 
ном ААРВ: АР2= 292-2 1 2 = 400 . В итоге А Р  = 20, 
5  = 20 (12+33) = 900. Ответ: 900.

Задача 2. В трапеции АВСЛ (АО || ВС) биссектриса угла ВАЛ 
проходит через точку М, которая является серединой стороны 
СБ. Известно, что АВ = 5, АМ  = 4. Найти длину отрезка ВМ.

Решение. Трапеция полностью определена, так как четыре эле­
мента-условия заданы (перечислите их самостоятельно). Строить 
решение этой задачи можно по-разному.

Вариант  1. Можно, например, дока­
зать, что ВМ  является биссектрисой угла 
АВС. Ведь действительно, точка М  равно­
удалена от сторон АВ  и АБ трапеции, т.к. 
лежит на биссектрисе угла БАБ. С другой 
стороны, точка М  равноудалена от сторон 
АБ и ВС (для обоснования этого утвержде­
ния через точку М  проведите общий перпендикуляр к двум па­
раллельным прямым АБ и ВС и из равенства СМ  = М Б покажи­
те равенство соответствующих прямоугольных треугольников). 
Тогда получается, что точка М  равноудалена от сторон АБ и БС, 
а значит, она лежит на биссектрисе уг­
ла АБС. в с  Е

Далее просто. Так как биссектрисы 
углов, прилежащих к боковым сторонам 
трапеции, перпендикулярны, из прямо­
угольного треугольника АВМ  по теоре­
ме Пифагора получаем ВМ  = 3.

Вариант 2. А  можно сделать допол­
нительное построение, продолжив пря­
мую АМ за точку М  до пересечения с прямой ВС || АО в точке Е. 
При этом сразу же образуется равнобедренный треугольник АВЕ 
(т.к. углы БАБ, БАБ и ББА равны), в котором ВМ  — медиана (ра­
венство АМ  = М Е  следует из равенства треугольников АМБ и 
ЕМС), а значит, и высота. Далее действуем аналогично предыду­
щему.
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Вариант 3. И, наконец, можно дополни- В 
тельное построение сделать таким — провес­
ти прямую М К  || ВС до пересечения с АВ  в 
точке К. Но тогда М К  — средняя линия тра­
пеции, а это значит АК = КВ. Но ААКМ  — 
равнобедренный (биссектриса угла пересека­
ет прямую, параллельную одной из его сто­
рон), а потому АК  = КМ. То есть в треуголь­
нике АВМ  точка К  равноудалена от всех вер­
шин, значит, она является центром описанной окружности, а так 
как лежит на стороне треугольника, то треугольник прямоуголь­
ный. Заключительный расчет аналогичен проведённым в преды­
дущих двух случаях.

Согласитесь, что в каждом из этих решений много полезного. 
Поэтому всё было так подробно... Ответ: 3.

Задача 3. В параллелограмме АВСВ точка N  — середина сто­
роны АВ, точка М  — середина стороны ВС, отрезки АМ  и ПАТ пе­
ресекаются в точке О. Найти N 0  : ОВ, если ВС = 2АВ.

В 2п М 2 пРеш ение. В условии задачи 
различные отрезки сравнивают­
ся между собой. Выразим их в 
одних единицах измерения. Обо­
значим АЫ = ЫВ = п, тогда по 
условию ВС = А В  = 4п, ВМ  = МС 
= 2 п = А В .  С л ед о вател ьн о ,
АА В М  — равн о б ед р ен н ы й ,
/.ВАМ  = /В М А .

Но /В М А  = /М А В  (накрест лежащие углы — вот где «сработа­
ла» параллельность!), а значит, /В А М  = /М А В .

Поэтому АМ  — биссектриса /В А В . И по теореме о биссектрисе 
в ААЫВ получим: N 0  : ОВ = АЛГ: АВ = п : 4п. Ответ: 1 /4.

Задача 4 (МГУ, геолог, ф-т, 1996). В трапеции АВСВ боковая сто­
рона АО перпендикулярна основаниям и равна 9, СВ = 12, а от­
резок АО, где О — точка пересечения диагоналей трапеции, ра­
вен 6. Найти площадь треугольника ВОС.
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Решение. 1) ААВС — прямоуголь- д  
ный => АС2 = 92 +122 (т. Пифагора),
АС = 15 => ОС = 9.

2  8 ВОС ~  ^  БОА ~  ^ 5 ^  БСА

6 9 12 108
= — (т. к. треугольники15 2 5
ПОА и ПСА имеют общую высоту,
выходящую из вершины П).

12 С
Ответ: 21,6.

Задача 5. Высота ВН  параллелограмма АВСВ  площадью 8 
пересекает диагональ АС в точке О. Площадь треугольни­
ка ВОС равна 3. В каком отношении точка Н  делит сторо­
ну АП.

Решение. 1 ) 5 ^  =4 (диагональ 
делит параллелограмм на два 
равных треугольника) => >8лво = 1
=*АО:ОС=8аво:8овс =1 :3(у  тре-
угольников АВО  и ОВС — общая 
высота).

2) ААОН ~ АСОВ (по двум уг­
лам), к = А О :ОС = 1: 3=> ОН : ВО =

В

н Б

= 1 :3  

3)АЯ:ЯП 

рамма), 8нво
: & н а в  : & н в б  у & а в б  =4 (половина площади параллелог-

4 8
= 4 - -  = —=>АЯ :Я П  = 1: 2. 3 3 Ответ: 1 :2 .

Приём, позволяющий получать информацию о пропорциях 
из сравнения площадей треугольников, можно применить 
при решении этой задачи и в такой форме: треугольники 
АСП и АОН  имеют общий угол, а это значит отношение их 
площадей и отношения их соответствующих сторон связаны. 
Следовательно, А Н  : ЯП можно вычислить, т.к. все осталь­
ные пропорции определены (проведите эти вычисления само­
стоятельно).
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Задача 6. В параллелограмме АВСБ со стороной АВ = 2 бис­
сектрисы углов ВСБ и ЛВС пересекаются в точке М. Высота БЫ, 
опущенная из вершины Б  на сторону ВС, пересекает отрезок МС 
в точке О так, что /]\ЮС = 60°. Найти длину отрезка МАГ.

Решение. Так как биссектрисы 
углов, прилежащих к стороне па­
раллелограмма, перпендикуляр­
ны /.ВМ С  = 90°. Дальше решение 2
можно проводить по-разному — /
всё зависит от выбора дополните- /
льного построения. —̂

А Б
Вариант  1 . Если, например, 

продлить Б М  до пересечения с ВС в точке Р , то несложно пока­
зать, что полученный треугольник СРВ будет равносторонним. 
Действительно, из прямоугольного АОАГС следует: ^АГСО = 30°и, 
с учетом того, что СО — биссектриса, /Ы С Б =60°. Но из прямо­
угольного АМСБ также получается, что /С Б М  = 60°, что доказы­
вает это утверждение. А в равностороннем АРСБ: БАГ и СМ — вы­
соты, а значит, и медианы. Следовательно, МАГ — средняя линия, 
а потому МАГ = 1.

Вариант 2. Если же заметить (и обосновать), что точки М и АГ 
лежат на одной окружности, диаметром которой является отрезок 
С Б  = 2, то для вписанного в эту окружность АМСАГ из теоремы си­
нусов получим: МАГ = 2В зтЗО °, где В = 1. Ответ: 1.

Есть ещё три типа четырёхугольников — разновидностей па­
раллелограмма, интересные в первую очередь тем, что «узнавать» 
в задачах их приходится чаще всего не по определению, а скорее 
по их характеристическим свойствам, из этого определения сле­
дующим. Это, конечно же, ромб — параллелограмм, у которого 
все стороны равны, прямоугольник — параллелограмм, смежные 
стороны которого перпендикулярны, и квадрат — прямоуголь­
ник, все стороны которого равны. Хорошо известны главные свой­
ства этих геометрических объектов.

N
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4Ц 1. Диагонали ромба взаимно перпендикулярны и являются 
X* биссектрисами соответствующих углов; высоты ромба равны. 
^  2. Диагонали прямоугольника равны.
X* 3. Диагонали квадрата взаимно перпендикулярны и равны.

................................................................................................................
Однако важно помнить и то, что эти свойства являются характе­

ристическими (или признаками) для каждой из фигур, то есть по 
ним эту фигуру можно также узнавать, как и по определению. Пе­
речислим главные признаки каждой из описанных фигур.

X* 1* Четырёхугольнику у которого все стороны равны, явля-
ется ромбом (заметим ещё раз, что это не определение, а 

X* утверждение, вообще говоря, требующее доказательства).
Ж* 2. Параллелограмм, диагонали которого взаимно перпен-
X* дикулярны, является ромбом.
X* 3. Параллелограмм, диагонали которого служат биссект- 
Зр! рисами его углов, — ромб.

4. Параллелограмм, имеющий равные высоты, — ромб.
^ 5. Параллелограмм, диагонали которого равны, — прямо­

угольник.
6. Параллелограмм, диагонали которого взаимно перпен­

дикулярны и равны, — квадрат.

V

Почему так важно выделять эти признаки фигур? Дело в том, 
что решение задач, в которых используется определение этих объ­
ектов или их свойства, ничем не отличается от решения много­
кратно рассмотренных нами задач на расчет параллелограммов. 
Однако существует целый класс задач, в которых надо определить 
структуру исследуемого объекта, исходя из каких-то появляю­
щихся в процессе решения условий, и тогда всё, о чем здесь гово­
рилось, может очень пригодиться. Приведём примеры.

Задача 7. В параллелограмме АВСБ через середину Е стороны 
ВС проведена прямая, параллельная стороне АВ  и пересекаю­
щая АП в точке Е. Известно, что сумма углов ЕСЕ и ЕБЕ  равна 
90°. Найти отношение длин сторон параллелограмма.
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Решение. 1) ЕР || АВ => ЕСВР — 
параллелограмм. Обозначим точку 
пересечения ЕЙ и РС через О.

2) АЕСР = АСРВ (накрест лежа­
щие).

3) В АРОВ: АСРВ + АЕВР = 
90° => РС _1_ ЕВ  => ЯСВВ — ромб => 
ЕС = СВ=>ВС: СВ= 2 :1.

Задача 8. В четырёхугольнике АВСВ: АВ=СВ9 АВАС = /А С В, 
диагонали АС и В!) пересекаются в точке О. Найти величину уг­
ла АВС , если АО • ОС = ВО • ОВ.

Решение. 1) АВАС = ААСВ => АВ||СВ.
2) АВ = СВ, АВЦСО => АВСВ — парал­

лелограмм => ВО = ОВ, АО = ОС.
3) Т. к. АО - ОС = ВО- ОВ, то АО = ВО, 

ВВ = АС. Поэтому АВСВ — прямоуголь­
ник, ААВС = 90°. Ответ: 90°.

В

Задача 9. Доказать, что середины сторон ромба служат верши­
нами прямоугольника, а середины сторон прямоугольника — 
вершинами ромба.

Решение. Докажем только первую часть 
утверждения. Вторую попробуйте обосно­
вать самостоятельно. Обозначим через Е, Р, 
К, Ь середины соответствующих сторон 
ромба АВ, ВС, СВ и ВА.

1) В ААВВ: ЕЬ — средняя линия => Е Ь 11 ВВ,
ВВ  ° •

Е Ь - ——~; в А ВВС: РК — средняя линия =>/и
ВОРК 11ВО, Р К Следовательно, ЕЬ \ \ РК,

ЕЬ = РК => ЕРКЬ — параллелограмм (отме­
тим, что этот факт верен и для произвольного 
выпуклого четырёхугольника АВСВ).
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2) ВЕ 11 СК, ВЕ = (Ж => ВСКЕ — параллелограмм => ЕК  = БС. 
Аналогично ББ = А В . Но АВ = БС (по условию) => ЕК =ЬР => 
ЕРКЬ — прямоугольник. Утверждение доказано.

Можно было, конечно, рассуждать ещё проще: Б Б ||Б Б ||ББ , 
ЕЕ\\ЬК\\АС. Но ВИААС, поэтому ЕЫ ЕР.

И в заключение параграфа разберём две задачи на перенос про­
порций в четырехугольниках с параллельными сторонами. Дело в 
том, что наличие параллельных прямых, заданных в условии зада­
чи, часто позволяет при её решении обойтись меньшим количест­
вом дополнительных построений, а то и не проводить их вообще.

Задача 10. Из вершины Б параллелограмма АБСБ проведена 
прямая ББ пересекающая сторону СБ в точке Б, прямую АБ — в 
точке Б, диагональ АС — в точке О. Найти отношение ББ  : БС, 
если ВО : ОЕ = 9 : 10.

Решение. 1) АСОВ ~ ААОЕ (по двум уг­
лам — обосновать) => БС : АБ = ВО : ОЕ =
9 : 10. Обозначим для удобства ВС = АБ =
9тг, тогда АБ = 10/г, Б Б  = АБ — АБ = тг.

2) А СРВ ~  АБББ (по двум углам) => ББ / 
: БС = Б Б  : ВС = п : 9тг. /

Птрот* 1*0

В 9п С

/  /

9гс / \V/ А ОС 1 • 1 • с7 А Т> п Е

Задача 11 (МГУ, ИСАА,1997). В прямоугольнике АБСБ, площадь 
которого равна 30, на сторонах АБ и АБ выбраны соответственно 
точки Б и Б так, что АБ : ББ = 5:1, А Б : ББ = 2 :3 . Найти площадь 
треугольника БОБ, где О — точка пересечения отрезков ББ  и СБ.

Решение. Обозначим для удобства ВЕ = п, АР = 2т. Тогда по 
условию и свойствам прямоугольника АЕ  = 5п, ББ = 3т, СБ = бтг, 
ВС = 5/л, = 30/71/1 = 30 => гпп = 1. Проведём в А БОБ высоту
ОН. Понятно, что для определения площади этого треугольника 
необходимо ОН выразить через п , а для этого нужно узнать отно­
шение РО : БС (которое равно РН  : ББ = О Н : СБ = ОН : 6п) , либо 
отношение ОБ : Б Б  (равное И Н : АБ = О Н : 5тг). Займёмся опреде­
лением первой из этих пропорций, предложив провести вычисле­
ние второй самостоятельно. Кроме того отметим, что те же самые



результаты мы получили бы, если бы стали определять искомую 
площадь как часть площади треугольника БСБ, т.к. 8 РОВ:8РС1) = 
РО:РС (треугольники с общей вершиной и основаниями, лежащи­
ми на одной прямой), а 8 РСВ =9тп = 9.

Определение отношения РО : РС требует проведения дополни­
тельного построения, а в этом деле у нас уже есть некоторый опыт 
(вспомним раздел 1.6).

1 способ (самый короткий). Из 
точки Р проведем прямую РК || СБ 
до пересечения с ЕЙ в точке К .
Тогда из подобия треугольников 
Б Б Б  и АББ (к = 3т : 6т) получаем 
РК = 3/г. А из подобия треугольни­
ков РКО и БСО (к = 3п : 6/г), нахо­
дим: РО : ОС = 1 : 2  или РО : РС 
= 1 :3 .

2 способ (перенос пропорций с 
помощью теоремы Фалеса). Про­
ведём РЬ || ББ  и БА || ББ  до пересе­
чения с АВ  и СБ соответственно в 
точках Ь и А.

Тогда ВЕ = БА = п (т.к. БАББ 
— параллелограмм) и соответст­
венно С А = 5/г. Пересечение Б А с 
РС назовём точкой Р. По теореме Фалеса ОР : РС = Б  А : АС = 1 :5 . 
Аналогично АЬ : ЬЕ =АР  : ББ = 2 :3 , откуда, учитывая, что АЕ  = 
5/г, получаем ЬЕ = 3/г.

Используем теорему Фалеса в третий раз: РО : ОР = ЬЕ : ВЕ = 3п 
: /г. Обозначив ОР = х, находим БС = 5х, РО = Зх, следовательно, 
РО:РС = Зх : 9х =1 : 3.
3 способ (его особенность в том, 
что мы «выходим» за пределы 
исследуемой фигуры, чего боят­
ся многие школьники...). Про­
должим прямые БС и Б Б  до пе­
ресечения в точке Б вне нашего 
прямоугольника. Тогда из подо­
бия треугольников 8ВЕ  и БСБ
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6п

3 т Б
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(к = п : 6л), получим 8С = 6т. А уже из подобия треугольников 
8СО и ВВО (к = 6т : Зттг), находим РО : ОС = 1 : 2  или ВО : ВС = 
1 : 3.

Заключительные вычисления во всех трёх случаях одинако­

вые: О Н : СИ = РО : РС = 1 :3  ==> ОН = 2л, ^  Злг • 2л = 3лгл = 3.

Ответ: 3.
Выбор оптимального пути решения планиметрической зада­

чи — тема всей нашей книги. Предлагая сейчас несколько спосо­
бов решения одной задачи, мы в который раз пытаемся сформиро­
вать у вас уверенность в том, что выбор этот почти всегда есть. По­
этому, разбирая решения задач настоящего пособия, старайтесь 
сначала предложить что-то своё, а если не получается, изучите ре­
шение по книге и после этого ещё раз сделайте попытку создания 
какого-то своего варианта решения. Безусловно, это всегда очень 
полезно.

В следующем параграфе мы продолжим изучение особенностей, 
которые вносит наличие в задаче параллельных прямых. Однако 
предметом нашего исследования будут только трапеции — объек­
ты, в планиметрии очень распространённые, решение задач с ко­
торыми имеет свои специфические закономерности.

Задачи для самостоятельного решения

1. В параллелограмме АВСВ длина диагонали ВВ = 2, ПАС = 
ВВС = 30°. Найти расстояние от вершины В до диагонали АС.
2. В трапеции АВСВ боковая сторона СВ перпендикулярна 

основаниям. Точка Е — середина СВ, АЕ  — биссектриса угла 
ВАВ, ВС = 1, АВ = 2. Найти АВ.

3. В параллелограмме АВСВ из вершины С проведена биссект­
риса угла ВСВ, пересекающая сторону АВ в точке Е . Из точки Е 
проведены биссектрисы углов АВС и СВВ, пересекающие прямую 
ВС соответственно в точках Р и М. Найти диаметр описанной во­
круг треугольника РЕМ  окружности, если ЕС = 2.
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4. В трапецию АВС!) вписана окружность, касающаяся боковой 
стороны АВ в точке М  так, что АМ  = 4, МВ = 1. Найти радиус этой 
окружности.

5. В трапеции АВС!) меньшее основание ВС = 8, высота равна 4. 
Диагональ АС делит трапецию на два треугольника АВС и АС!), 
разность площадей которых равна 8. Найти длину средней линии 
трапеции.

6. В параллелограмме АВС!) на стороне ВС взята точка М  так, 
что ВМ  = АВ . Определить величину угла МАС, если АСАВ = 20°, а 
ААВС = 120°.

7. Диагональ трапеции делится в точке пересечения другой диа­
гональю в отношении 2 : 3 .  Средняя линия трапеции равна 50. 
Найти основания трапеции.

8 (МГУ, геолог. ф-т, 1987). Найти диагональ ромба, если его сторо­
на равна стороне равностороннего треугольника с площадью 25л/3, 
а другая диагональ равна 16.

9 (МГУ, географ, ф-т, 2003). Отрезки, соединяющие середины про­
тивоположных сторон выпуклого четырёхугольника АВСВ , пер­
пендикулярны. Известно, что АС = 4, АСАВ + АВВА  = 75°. Найти 
площадь четырёхугольника АВСВ и сравнить её с числом 2л/15.

10. В параллелограмме АВСВ точка Р принадлежит стороне 
ВС, точка Е — стороне АВ так, что справедливо отношение пло­
щадей треугольников 8 ^  :8ВЕР :8ЕР1) = 1:2:3. Определить площадь 
четырёхугольника ЕМЫВ, где М  — точка пересечения отрезков 
ВВ  и ЕР, N  — точка пересечения отрезков РВ и ЕС, а площадь 
треугольника АВВ равна 1.



§ 2.3. СПЕЦИФИКА ТРАПЕЦИЙ
Продолжим разговор о дополнительных построениях.
Мы уже отмечали, что, помимо самостоятельного решения бо­

льшого количества задач, развитие геометрической интуиции 
учащегося базируется также на изучении геометрического опыта, 
накопленного другими исследователями, на освоении стандарт­
ных методических приёмов, удачных дополнительных построе­
ний. Собственно этим мы сейчас и займёмся, подвергнув анализу 
геометрическую фигуру, в которой проведение дополнительного 
построения является неотъемлемым элементом решения почти 
любой задачи. Речь идёт о трапеции.

Сначала перечислим основные, наиболее распространенные по­
строения, которые встречаются в задачах на трапеции. С некото­
рыми из них ранее мы уже познакомились.

Построение 1. Если через вершину мень- 
ч шего основания трапеции провести пря-
\  мую, параллельную её боковой стороне, до

пересечения со вторым основанием, трапе- 
\  ция разбивается на два хорошо знакомых 

-^Г~а—  нам объекта — параллелограмм и треуголь­
ник, каждый из которых определяется уже 

тремя элементами. Проведение такого построения удобно в тех слу­
чаях, когда хотя бы одна из этих фигур определяется заданными в 
условии элементами полностью. Тогда у нас появляется возмож­
ность использовать информацию о других элементах этой фигуры, 
т.е. происходит продвижение в решении задачи.

Например, действуя так, легко построить трапецию по четырём 
сторонам. Сначала мы по известным трём сторонам — с, д, и 
(Ь~а) — фиксируем на плоскости треугольник, а затем достраива­
ем к одной из его сторон длины с параллелограмм, угол между сто­
ронами которого уже определён построенным треугольником.
Построение 2 . Если из вершины С меньшего основания трапеции

АВС И провести прямую СЕ, параллель­
ную диагонали ББ, до пересечения с АВ  
в точке Е , получится треугольник АСЕ, 
две стороны которого равны диагоналям 
трапеции, а длина третьей равна сумме 

Е длин оснований трапеции. Удобство это­
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го построения, как уже отмечалось ранее, заключается ещё и в 
том, что площадь трапеции АВСЛ становится равной площади 
вновь образованного ААСЕ.

в с Построение 3 . Часто в задачах на рас-

\ чет трапеций из вершин меньшего осно­
вания опускают две высоты В Н 1 и СН2. 
При этом, с одной стороны, на прямой, 
содержащей нижнее основание фиксиру- 
А н, н2 в  ется отрезок Н 1Н 2, длина которого равна
ВС (что удобно), а с другой, — в силу ра­

венства высот ВН 1 ~СН2> у нас появляется возможность для об­
мена информацией между двумя прямоугольными треугольника­
ми АВ Н 1 иС П Я 2. Высота трапеции при этом становится общим 
связующим элементом этих треугольников.

8 Построение 4. Одним из самых распро­
странённых дополнительных построений 
в задачах с трапециями является проце­
дура достраивания трапеции АВСЛ до 
треугольника АВЛУ вершина 8 которого 
образуется при пересечении продолжений 

в боковых сторон трапеции. Это удобно, так 
как в результате мы получаем объект, на­

много более привычный и хорошо отработанный, определяемый к 
тому же меньшим количеством элементов. Такая геометрическая 
конструкция обладает специфическими свойствами, которые мы 
разберём отдельно в конце этого параграфа. Отметим, что чаще всего 
такое дополнительное построение проводят в задачах, в которых за­
даны длины оснований трапеции либо их отношение. В этом случае 
информацию из трапеции можно перенести на весь ААВЛ, исполь­
зуя подобие треугольников ВВС и ВАЛ.

В задачах нам будут встречаться и другие дополнительные по­
строения, однако, перечисленные выше, являются для трапеций 
наиболее характерными, поэтому, решая задачу, надо помнить о 
перспективности проведения таких действий. Проиллюстрируем 
их применение в ряде задач.

Задача 1. В трапеции АВС Л с основаниями АЛ  и ВС отноше­
ние сторон равно АВ : ВС : АЛ  = 1 : 1 : 2 .  Определить величину 
угла АС Л.
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Решение 1. Из вершины С проведём 
прямую СЕ || АВ  до пересечения с АЛ  в 
точке Е (построение 1). Обозначим для 
удобства АВ = а , тогда по условию ВС = 
а, АЛ = 2а. Кроме того, из построения 
следует, что СЕ = а, АЕ  = а, а потому и 
ЕЛ = а. В результате мы получили, что в ААС Л точка Е равноуда­
лена от всех его вершин, т.е. она является центром описанной 
окружности. А так как Е принадлежит АО, то ААСЛ — прямоуго­
льный, ААСЛ =90°.

Решение 2. Тот же результат можно 
получить, достроив трапецию до треу­
гольника А8Л  (построение 4). Тогда ВС 
в этом треугольнике будет средней ли­
нией, следовательно, А8  = 2АВ = 2а. Но 
это означает, что АА8Л  — равнобедрен­
ный (АВ =АЛ  =2а), в которомАС — ме­
диана, а значит, и высота.
Ответ: 90°.

Задача 2. В трапеции АВС Л угол ВАЛ  при основании А!) ра­
вен 60°, угол АЛС — острый, АВ = 1, ВС = 3, С Л = л/3. Най­
ти АЛ.

Решение 1. Из вершин В и С трапе­
ции проведем её высоты В Н 1 =СН2 (по­
строение 3). Тогда из соотношений в 
прямоугольном ААВН1 получим А Н г

1 л/з
= АВсоз60° = ВН 1 =А В зт60° =— .

Са Са

Учитывая, что В Н 1 =СН2, из прямо-

1 /  :

/ б 0°
т 1  \

н, Н,

угольного АСЛН2 по теореме Пифагора найдем Н 2Л = ~. Кроме то-

+н 2б

го, так как Н 1Н 2 = ВС = 3, получим искомое АЛ = А Н 1 + Н ХН 2 
5.

Заметим, что если бы в условии не было сказано о том, что угол 
АЛС — острый, то возможна была бы ещё одна конфигурация, 
при которой точка Л находится левее, чем Н 2. В этом случае АЛ = 

2 .-АН 1+Н1Н 2--н2о



Глава 2. Выпуклые четырёхугольники

Решение 2. Из вершины В проведём 
прямую ВЕ || СО до пересечения с АО в 
точке Е (построение 1). Тогда ЕО = 3, и 
для определения АО необходимо вы­
числить АЕ. Это возможно из ЛАВЕ, 
который полностью определён. По тео­
реме косинусов, учиты вая , что ВЕ  =л/3, получим
3= 1+АЕ2 -2  • 1* АЕсозбО0 или АЕ = 2 (второй корень уравнения — 
отрицательный). В итоге, АО = 5. Решение практически не изме­
нится, если вместо ВЕ провести прямую С К  || АВ до пересечения с 
АО в точке К. Ответ: 5.

Задача 3. Найти площадь трапеции с острыми углами при 
большем основании, зная длины её диагоналей а, Ь и длину 
высоты к.

Решение 1. Проведя СЕ паралле­
льно диагонали ВО (построение 2) и 
учиты вая, что ^ АВСв =^ асе  ̂ сведём 
задачу к вычислению площади треу­
гольника АСЕ со сторонами а, Ъ и 
высотой к (обозначим ее СН). Для её 
решения достаточно дважды приме­
нить теорему Пифагора в прямоуго­
льных треугольниках АСН  и СНЕ с целью определения их кате­
тов А Н  и НЕ.

Решение 2. Можно, однако, выпол­
нить построение 3, проведя высоты 
ВН Х =СН2 -  к и определив из прямо­
угольны х треугольников АСН2 
ВОН1 к атеты  А Н 2 -л1а2- к 2 
ОНг =л/ъ2 - к 2. Далее, заметив, что 
ВС+А0 = Н 1Н 2+А0 = А Н 2+Н10 , ис­
пользуем выражение площади трапеции через полусумму осно­
ваний, умноженную на высоту, и получаем ответ.

Ответ:В = к(л/а2 -  к 2 +л/ь2 -  к 2)/ 2.

В

и
и
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Задача 4. В трапецию АВСВ, периметр которой равен 112, 
вписана окружность, касающаяся боковой стороны АВ  в точке 
М  так, что ВМ  = 8, АМ  = 18. Найти длины оснований ВС и АО 
трапеции.

Решение 1. Обозначим через N  и 
К  точки к асан и я  окруж ности с 
основаниями трапеции, Р — с боко­
вой стороной СИ, тогда ВЫ = ВМ  = 8 
л А К  =АМ  = 18 (равенство отрезков 
к а с а те л ь н ы х , проведён н ы х к 
окружности из одной точки). Сое­
диним отрезком точки N  и К. Учи- А Н К ХН1 у~х В 
тывая что центр окружности лежит
на середине А!К, мы получим две прямоугольные трапеции 
АВЫК и ЫСВК.

Проведя в первой из них высоту В Н , из прямоугольного ААВН 
найдем её длину ВН  = л1а В 2 - А Н 2 =24, т.к. АВ=26 л АН  = 10. Ес­
ли во второй трапеции также провести высоту СНХ, длина которой 
очевидно также будет равна длине ВН  = 24, и взять за неизвест­
ные длины отрезков касательных, проведённых к окружности из 
точек С и И: СЫ = СР = х, В К  = ИР = у, из прямоугольного АС Н ^ ,
в котором катет Н ^ В -у -х ,  получим первое замыкающее соотно­
шение: (х+у) = {х -у ) +242 (теорема Пифагора).

Второе соотношение можно найти, вы­
разив периметр АВСИ  через х  и у:
2-26+2*(х+1/) = 112 и л и  х + у = 30. Под-

Мставив его в первое уравнение, получим л
два значения х - у - ±  18. \

Дальнейшие несложные выкладки да- 7
ют две пары возможных значений х и у: [__
х = 24, у = 6 л х  = 6 ,у  = 24. Учитывая, А 18 К 6 В 
что ВС = х  + 8, АВ  = у +18, получим два
варианта ответа у этой задачи: ВС = 32, АВ  = 24 и ВС = 14, АО = 32 
(второй вариант также показан на рисунке).

В 8 N * С



Решение 2. Приведённое реше- В N С
ние могло бы быть короче, если за­
метить, что точка О — центр впи­
санной в трапецию окружности — 
является вершиной двух прямо­
угольных треугольников АВО  и 
СОП (обоснуйте самостоятельно),
а радиусы этой окружности, про- а  к  Б
ведённые из О в точки касания М
и Р , являются высотами в этих треугольниках, то есть их величи­
ны связаны с проекциями соответствующих катетов соотношени­
ями: г 2 =18-8 = ху  (здесь г 2выполняет «посреднические» функ­
ции, являясь общим связующим элементом). Второе замыкающее 
соотношение и дальнейшее решение полученной системы из двух 
уравнений с двумя неизвестными аналогично привёденному в ре­
шении 1.

Ответ: а) 14; 32. б) 32; 24.
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Задача 5 (М Г У , эк о н о м , ф-т , 1 9 9 8 , общ еобраз. т ест ). ДЛИНЫ основа­
ний трапеции равны 16 и 44. Концы отрезка, параллельного 
основаниям лежат на боковых сторонах трапеции и делят их в 
отношении 4 : 3 ,  считая от большего основания. Найдите длину 
этого отрезка.

Обозначим вершины трапеции через А, В , С, и Б , концы за­
данного отрезка — через Е и Р, длины отрезков ВР  = 4п, СР =
3 п.

Решение 1. Выполним построе­
ние 1, проведя СЬ \\АВ до пересе­
чения с АО в точке Ь и с ЕР — в 
точке К. Тогда ВС = ЕК =АЬ = 16, 
Ы) = 44-16-28. Из подобия треу­
гольников СКР и СХБ (к = Зп:7п), 

3
получим КР  = 28 • — = 12, а потому 

ЕР = 16+12 = 28.

В 16 С

А  16 ь 28 Б
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Решение 2. Достроив трапецию до 
треугольника А ЗБ , мы сразу получим 
несколько пар подобных треугольни­
ков. 8С ^0

1) АЗВСосАЗАВ  => — = —  => ЗС ' ЗС+1п 44
= 4 п.

16 4п
1) А ЗВ С осАЗЕР  = >  —  =  —  = >ЕР 7п

ЕР =28.

В связи с последней задачей хочется сделать одно предостереже­
ние, касающееся трапеций. Посмотрев на рисунок в этой задаче, 
можно подумать, что трапеции АВСВ, АЕРБ и ЕВСР являются по­
добными — ведь все углы при вершинах у них равны. Это заблужде­
ние! Стороны этих трапеций в результате преобразования одной из 
них в другую изменяются непропорционально. Например, у АВСП и 
ЕВСР верхние основания одинаковы, а боковые стороны относятся 
как 3 : 7. Это приводит к тому что, например, углы СЕР и САП уже 
равными не будут, а значит, не будет выполняться одно из главных 
требований подобия о равенстве углов между любыми сходственны­
ми элементами. Обратите внимание, одного равенства углов при вер­
шинах трапеций для их подобия недостаточно! Трапеции подобны 
только тогда, когда подобны, причем с одинаковым коэффициентом 
подобия, треугольники, на которые они разбивается любой из соот­
ветствующих диагоналей. Вот тогда все углы между сходственными 
элементами будут равными, а сами эти элементы будут пропорцио­
нальными.

............................................................................................................
V* Многоугольники подобны, если 1) равны все углы при соот- 
ЗС ветственных вершинах и 2) соответственные стороны про- 
4 а  порционалъны.
4 $  ............................................................................................................................................................................................................................................................................

Но мы сформулируем следующую рекомендацию: свойства по­
добия в задачах с многоугольниками лучше «от греха подальше» 
для всей фигуры не использовать. А вот отдельные треугольники, 
являющиеся элементами этой фигуры, вполне могут быть при 
этом подобными, что, конечно, упускать из виду никак нельзя.
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Разберём теперь несколько полезных свойств и интересных 
фактов, следующих из подобия треугольников внутри трапеции. 
Чтобы сразу показать, как эти свойства «работают», будем парал­
лельно с этим продолжать рассмотрение различных задач, в кото­
рых они активно используются.

1. Точка пересечения диагоналей трапеции является сере­
диной отрезка прямой, проходящей через эту точку паралле­
льно её основаниям, концы которого лежат на боковых сто­
ронах трапеции.

Обозначим точку пересечения диаго­
налей АС и Б Б  трапеции через О, а точки 
пересечения прямой, проходящей через 
О параллельно основаниям, с боковыми 
сторонами трапеции через Е и М. Данное 
свойство является следствием подобия Л ^
двух пар треугольников ДАББ^АББО и ААСБ^АОСМ  с одинако­
вым коэффициентом подобия (что следует из теоремы Фалеса для 
прямых АВ  и СБ, пересечённых параллельными прямыми ВС, 

ЕО ВЕ ОМ СМ ВЕ СМ 
ЕМ  » А В ):— = , - = — ^ Е О  = ОМ.

2. Если в трапеции АБСБ провести 
диагональ АС и произвольную прямую, 
параллельную основаниям, пересекаю­
щую боковые стороны трапеции в точ- ь
ках Ь и Ы, а АС — в точке К , то образо- !
ванные при этом две пары подобных а  б
треугольников ААЬК~ААВС иАСКЫ~
ДСАБ будут иметь коэффициенты подобия, сумма которых рав­
на единице.

..............................................................................................АК  КС
Это свойство следует из очевидного соотношения ”77Г+“77̂  = 1*

Использование этих свойств в задачах бывает чрезвычайно по­
лезным.
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Задача 6 (МГУ, ф-т почвовед., 1993). Через точку пересечения диа­
гоналей трапеции проведена прямая, параллельная основанию и 
пересекающая боковые стороны в точках Е л  Р. Длина отрезка ЕР 
равна 2. Найдите длины оснований, если их отношение равно 4.

ВРешение. Обозначим точку пересе­
чения диагоналей трапеции через О, 
длины оснований ВС = а, АО = 4а.
Тогда из свойства 1 следует, что ЕО =
ОР = 1. А из свойства 2, учитывая,

АО 1 СО 1 
ЧТ° АС = а И АС = Ь '  полУчаем  
1 1  5
- + -  = 1, откуда а = - .

Ответ: 5/4; 5.
Отметим, что правильное решение этой и последующих задач, 

использующих обсуждаемые свойства, состоит не только в форму­
лировании этих фактов, но и в обязательном их обосновании в 
процессе решения. Приводимые нами обоснования каждого из 
этих свойств вполне могут при этом стать элементами вашего ре­
шения на экзамене.

Задача 7 (МГУ, биологии, ф-т, 1970). Дана трапеция АВСО, при­
чем ВС = а и АО = Ъ. Параллельно ее основаниям ВС и АО прове­
дена прямая, пересекающая сторону АВ  в точке Р, диагональ АС 
в точке Ь, диагональ В В  в точке К и сторону СВ в точке Я- Изве­
стно, что РЬ = ЬК . Найти РЯ-

Решение. Обозначим РЬ =ЬК = = х, 
ЕЯ = у.

х АР
1) ААРЬ~ААВС: -  = — , АВКЯ~ а АВ

У ЯЬ>АВВС: — = г, но по теореме Фалеса а ВС ^
АР ЯВ

= Следовательно, х  = у.
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X  Х~\~ V
2) ААРЬ~ААВС, ЛСЛ<3™ДСА0 => - + — 1- = 1 (по свойству 2).а о

После несложных выкладок получим х  
3аЬ

2а+Ъ'

аЬ 
2 а+Ъ

Ответ:
3аЪ 

2а+Ъ*

1
3
3 *
г
т 3
т*
4»

3. Б любой трапеции прямая, иро- 
ходящая через точку пересечения 
продолжений боковых сторон и точ­
ку пересечения диагоналей , делит  
каждое из оснований на две равные 
части.

Обозначим через Б точку пересечения 
продолжений боковых сторон трапеции 
АБСБ, О — точку пересечения ее диагона­
лей, К л Ь  — точки пересечения прямой 8 0  с основаниями соответст­
венно В С  и АБ. Проведём через точку О  прямую, параллельную осно­
ваниям и пересекающую боковые стороны АБ и СБ в точках Е  и М  со­
ответственно. Тогда по свойству 1: Е О  = О М . Рассмотрим далее две 
пары подобных треугольников, образованных при таком построении: 
А 8 В К ~ А 8 Е О  и А 8 К С ~ А 8 0 М .  При этом коэффициент подобия в 
каждой из пар одинаков и равен 8 К  : 8 0 .  А это значит, что 
В К  К С  8 К

. Учитывая равенство Е О  и ОМ, получим В К  = К С .

ББ (проведите
Е О  О М  8 0  
Аналогичным образом доказывается равенство АЬ 
обоснование самостоятельно).

Задача 8 (МГУ, биологич. ф-т у 1983). Площадь трапеции А В С  Б  
равна 6. Пусть точка Е  — точка пересечения продолжений боко­
вых сторон этой трапеции. Через точку Е  и точку пересечения 
диагоналей трапеции проведена прямая, которая пересекает ме­
ньшее основание В С  в точке Б, а большее основание АБ — в точ­
ке (?. Точка Р  лежит на отрезке Е С , причем Е Р  : Р С  = Е Р  : Е Я  = 
1 : 3 .  Найти площадь треугольника Е Р Р .
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Решение. Это классический вариант задачи на использование 
метода площадей. Ведь искомая площадь — часть площади АЕРС, 
который, в свою очередь, является частью 
АЕВС, подобного АЕАО.

1) ЕР и Е(с3 — медианы в треугольниках 
ЕВС и ЕАВ  (свойство 3).

2) АЕВС~АЕАВ, к = ЕР : ЕЯ = 1 : 3  =>
IV  1-  I = —. Обозначим 8 евс =х. Тогда 

-'еао \ * ) 9
х 1

х ^ ’ »'ШИХ~ 3/4
3) 8 ерс = ~  = ~ (медиана ЕР делит А ЕВС на два равновеликих).

х 3 
2 = 8

4) ЕР : РС = 1 : 3  => 8 ЕРЕ :8ЕРС = 1:4 (у треугольников ЕРР и ЕРС

Ответ: 3/32.общая высота) => 8 ЕРР = — .
3̂

32*

4. Точка пересечения продолжений боковых сторон трапе­
ции лежит на прямой, проходящей через середины оснований 
трапеции.

Проведём через середины К л Ь  соответствующих оснований ВС и 
АО трапеции АВСП прямую КЬ до пересечения с продолжением бо­
ковой стороны АВ в точке 51 и с продолжением боковой стороны ВС 
в точке 8 2. Тогда из подобия треугольни­
ков 8гВК  и 81АЬ следует 
АЬ 8ХЬ 8ХК+КЬ КЬ
В К “ Ж к ’ ‘ 1+ А ™ ™ *”
но, из подобия треугольников 8 2КС и 

ЬИ 3 2Ь КЬ
8гЬВ: КС = ~8К  = Н° ПО условию8 2К ■
АЬ  = ЬП, ВК  = К С , следовательно,
КЬ КЬ

- = , что означает совпадение точек

51 и 82, т .к . 8гК  = 8 2К. Утверждение доказано.
Этот же факт можно было доказать ещё проще, если провеет 

прямую через точку пересечения продолжений боковых сторон
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точку пересечения диагоналей. В соответствии с утверждением 3 
на этой прямой лежат середины оснований трапеции, а через две 
различные точки можно провести лишь одну прямую.

Задача 9 (МГУ, мех-мат, 1980). В трапеции длина средней ли­
нии равна 4, а углы при одном из оснований имеют величины 
40° и 50°. Найти длины оснований трапеции, если длина отрез­
ка, соединяющего середины этих оснований равна 1.

Эта задача, в зависимости от выбора дополнительного построения, 
может быть решена по-разному. Приведем два интересных её решения.

Решение 1. Достроим трапецию АВС О 5
до треугольника А 8Б  (который оказыва­
ется при этом прямоугольным), продол­
жив боковые стороны АВ  и СИ до пересе­
чения в точке 5. Но тогда (по свойству 4) 
прямая, проходящая через середины К  и а  у ь у б  
X оснований ВС и АО, проходит и через 5.
То есть 8К  и ЗЬ (обозначим их через х и у) становятся медианами в 
соответствующих прямоугольных треугольниках 8ВС и ЗАЛ, что 
означает 8К  = ВК  = КС = х, ЗЬ = АЬ = ХО = у .

Тогда по условию: у - х  = 1 ,у  + х = 4. Откуда х = 3/2, у = 5/2. 
Поэтому ВС = 3, АО = 5.

Решение 2. Сделаем другое дополните­
льное построение, проведя из точки К  
прямые КМ  || АВ  до пересечения с АО в
точке М  и КЫ || СО до пересечения с АО в а  * м 1 ь 1 N * б 
точке N. Тогда АМ КИ  также окажется
прямоугольным и отрезок КЬ в нем будет медианой (обоснуйте са­
мостоятельно). Следовательно, КЬ = ЬИ = ЬМ  = 1 (по условию). 
Обозначив ВК  = КС = х, получим АХ = ХО = х +1. Длина средней 
линии трапеции в этом случае равна 2х +1 = 4, откуда х = 3/2, ВС = 
3,АО = 5. Ответ: 3; 5.

5. Прямая, проходящая через точку пересечения диагона­
лей трапеции и середину одного из оснований, делит другое 
основание пополам.
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Доказать этот почти очевидный факт можно, например, рассмат­
ривая две пары подобных треугольников с общей вершиной в точке 
пересечения диагоналей трапеции и с одинаковым коэффициентом 
подобия (равным, кстати, отношению длин оснований трапеции). 
Попробуйте сделать это самостоятельно.

6. Точка пересечения диагоналей трапеции лежит на пря­
мой, проходящей через середины её оснований.

Обозначим через К  и Ь середины оснований ВС и АБ  трапеции 
АВС Б. Отрезок КЬ пересекает диагональ ВБ  в точке Ог так, что
К 0 1:01Ь = ВК:ЬБ  (следует из подобия 
треугольников ВКОх и Б Ь 01). Этот же от­
резок КЬ пересекает диагональ АС в точке 
0 2 так, что К 0 2:02Ь = КС:АЬ (следует из
подобия треугольников 0 2КС и 0 2ЬА). В 
силу заданных в условии равенств ВК  = А ь °
КС, АЬ = ЬБ  получим КС : АЬ = ВК : ЬБ.
Поэтому К 0 1 :Ог Ь = К 0 2 Ю2 Ь. Это означает, что (Э1 совпадает с 0 2 и
эта точка лежит одновременно на АС, ВБ  и КЬ, что и требовалось до­
казать.

Разумеется, и это, и предыдущее утверждение можно гораздо 
проще доказать на основе утверждения 3, проведя прямую через 
точку пересечения диагоналей и точку пересечения продолжений 
боковых сторон. Сделайте это самостоятельно.

Отметим, что два последних свойства верны и для параллелог­
раммов (при их доказательстве нигде не используется факт нера­
венства длин оснований). Однако для параллелограммов они 
достаточно очевидны, поэтому обычно специальным образом их 
не выделяют.

Задача 10. В треугольнике АВС точка Б  лежит на стороне АВ, 
точка Е — на стороне ВС, М  — середина АС. Отрезок БС пересе­
кается с отрезком АЕ  в точке Е. Площади четырехугольников 
А В Е М  и БВС М  равны. Н айти отношение длин отрезков 
ВР : РМ , если АМ  = БЕ.
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С  _ С
МЕС ~  АВМ  *

- С  I С
'  АВЕМ МЕСРешение. 1) Т. к. 8 АВС

условия получим
2) Длины оснований у треугольников 

МЕС и АР>М равны, значит, равны и вы­
соты, проведённые к основаниям. Точки 
А, М  и С лежат на одной прямой, следо­
вательно, ИЕ || АС.

Сделаем новый чертеж!
3) Обозначим через О точку пересече­

ния ИЕ с В М . Тогда ПО = ОЕ (докажите 
это самостоятельно).

4) АР>ЕС — трапеция, Р — точка пере­
сечения её диагоналей, О и М  — середи­
ны диагоналей => Р е ОМ (свойство 6).

5) ОЕ =АМ =АС/2 => БП = АП => СП — 
медиана в ААВС.

6) ВМ  — медиана в ААВС, ВМ  ПСЬ = Р 
=> ВР : РМ  = 2 :1  (свойство медиан треу­
гольника).

= 8 овс,м +8 аом . то с учетом

Ответ: 2 :1 .

Наверняка, многие читатели уже догадались, что последние че­
тыре свойства (свойства 3 — 6) можно объединить, сформулиро­
вав в виде следующего обобщающего утверждения: 

...................................................................

•"ИГ*»

к
т *
С
ж !
X4

Четыре характерные точки любой 
трапеции — точка пересечения диаго­
налей, точка пересечения продолже­
ний боковых сторон, середина верхне­
го и середина нижнего основания — ле­
жат на одной прямой.

Учитывая, что прямая однозначно определяется двумя точка­
ми, мы можем, зная две из этих четырёх точек, сразу сообразить, 
где расположены оставшиеся две точки. Однако это обобщающее 
свойство трапеций удобно лишь для запоминания. Его полное 
обоснование на экзамене отнимет у вас много времени (а факты, в 
нём изложенные, требуют обоснования!). При этом в реальных
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задачах, как правило, требуется знание только одного, макси­
мум двух из четырёх свойств, входящих в это обобщающее утвер­
ждение.

Именно поэтому, зная общее свойство, используйте в решении 
только ту его часть, которая действительно необходима, приводя 
при этом обоснование используемого факта (каждое из них нами 
сознательно проведено двумя способами).

Отметим также, что приведённое обобщающее свойство является 
для фигур с параллельными сторонами характеристическим — по 
нему в произвольном четырёхугольнике можно «увидеть» парал­
лелограмм либо трапецию. Покажем это на примере задачи, где та­
кое «распознавание» является ключевым элементом в решении.

Задача 11 (МГУ, географ, ф-т, 1999). В четырёхугольнике АВСВ 
диагонали АС и ВВ пересекаются в точке К . Точки В и М явля­
ются соответственно серединами сторон ВС и АО. Отрезок ЬМ  со­
держит точку К . Четырёхугольник АВСО таков, что в него мож­
но вписать окружность. Найти радиус этой окружности, если 
АВ = 2, ВВ  = 2л/б и ЬК : КМ  = 1 : 3 .

В

Решение. 1. Мы видим, что из четырёх 
характерных точек четырёхугольника 
три лежат на одной прямой. Покажем, 
что из этого следует параллельность его 
сторон ВС и АВ. Докажем это «от против­
ного», то есть допустим, что ВС и АВ не 
параллельны, и покажем, что это проти­
воречит геометрическим законам. Для 
этого через точку А параллельно ВС про­
ведём прямую АВ1 д о  пересечения с пря­
мой ВВ в точке В1. Но тогда АВСВХ — трапеция либо параллелог­
рамм и ЬК — прямая, проходящая через середину основания и 
точку пересечения диагоналей, а это значит, что точка М г пере­
сечения ЬК  и АВХ делит отрезок АВ1 пополам (свойство 5).

В результате, в треугольнике АВВХ отрезок М М Х соединяет се­
редины сторон АВ и АВХ, т.е. является его средней линией. Но 
прямые М М Х и ВВХ по условию пересекаются в точке К> что про­
тиворечит свойству средней линии треугольника (по которому 
они должны быть параллельны).



2. Итак, противоречие получено, утверждение доказано: 
ВС\\АО. При этом, т. к. ЬК : К М  = ВС : АП = 1 :3  (следует из подо­
бия треугольников ВКС и ЭКА), то АО Ф ВС, поэтому АВСП — тра­
пеция (а не параллелограмм).

3. Сделаем новый, уточнённый чертёж. Обозначим ВС = а, АО 
= За. Условие, что в четырёхугольник можно вписать окруж­
ность означает: суммы длин его противоположных сторон равны 
(факт хорошо известный), т.е. а + За = 2 + СП, откуда СП=4а-2. 
Учитывая условие ВП = 2л/б, по- а _лучаем классический вариант за- в Ь С
дачи на расчёт трапеций (четыре 
условия для этого заданы — пере­
числите их). Для её разрешения 
введём в треугольниках АВП и 
ВСП общий связующий элемент 
^СВП = АВПА=ос и запишем тео- А За ^  ^
рему косинусов в каждом из этих 
треугольников:
4=9а 2 +20-2 За 2л/бсо8а, (4а-2)2 = а 2 +20-2а-2л/5со8а.

4. Выразив сова из второго уравнения и подставив его в первое, 
получим квадратное уравнение относительно а: 27а 2 -24а-16= 0, 
положительный корень которого а = 4/3.

5. В итоге, в ААВП имеем три элемента: АВ = 2, АП = 4 и ВП = 
2л/б. Вычисляя косинус угла ВАЛ, получим 0, т. е. АВАП = 90° 
(это  м ож но бы ло п о л у ч и ть  б ы стр ее , за м е т и в , что 
2 2 +42 =(2л/б)2).

6. Из этого следует, что высота трапеции, равная по длине диа­
метру вписанной в неё окружности, равна АВ = 2, а соответствен­
но искомый радиус равен 1. Ответ: 1.

И в завершение ещё одна несложная задача, в которой умение 
исследователя «разглядеть» на одном рисунке сразу несколько 
трапеций, содержащих свои пары подобных треугольников, даёт 
серьёзное продвижение в её решении.

Задача 12 (ГУУ, 1994). В трапеции АВСП точки В и В делят 
основание АП в отношении АВ : РЕ : ВП = 1 : 4 : 1 .  Прямые ВВ 
и РС пересекают диагонали трапеции АС и ВП в точках М  и N  
соответственно. Найти длину отрезка МЫ, если ВС = 60, 
АП = 24.

110 Глава 2. Выпуклые четырёхугольники
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Решение. Из условия следует, А Г Е 
что АР  = ЕБ = 4, ЕР = 16.

Из подобия ААОО и АВОС полу- 
ОД АО 24 2 

чаем: о в - о с - б 0 - 5-
Из подобия АРЫИ и ДВАГС сле- 

т  АГВ 20 1
*уе'1 :ш =Ш =6 ^ = 3 ’ аналогич-

А М  МЕ  20 1
но из подобия ААМЕ  и АВМС: —— =—— =—  = -МС ВМ  60 3

1 1 1 ,  ч 1^5  ̂ 7Отсюда АГО = -В А /^тВ О  = -(0В + 0О )= - -ОВ+ОВ =-О В  и 3 4 4 4у2 ) о
1 1

ОЫ = —ОО. Аналогично ОМ = —АО.
ОА ОМ 1

Т. к. ——= = —, то АОМАГ и АОАО подобны, и поэтомуОх) АО 8
1

МЫ=-~ А 0=3. Ответ: 3.О
Рассмотрением этой задачи мы завершаем изучение свойств, 

характерных для четырёхугольников с двумя параллельными 
сторонами.

Задачи для самостоятельного решения

1 (МГУ, химич. ф-т, 1995). Диагонали равнобедренной трапеции 
перпендикулярны. Найти площадь трапеции, если ее средняя ли­
ния равна 5.

2 (МГУ, ф-т почв., 1977). Основание АВ трапеции АВСО вдвое длин­
нее основания СО и вдвое длиннее боковой стороны АО. Длина 
диагонали АС равна а, а длина боковой стороны ВС равна Ъ. Найти 
площадь трапеции.

3. Прямая, проходящая через точку пересечения диагоналей 
трапеции параллельно её основаниям, пересекает боковые сторо­
ны трапеции в точках М  и N. Найти МДО, если основания трапе­
ции равны аиЪ .

4. Найти расстояние между точками пересечения средней ли­
нии трапеции с диагоналями, если основания трапеции равны а 
и Ъ.
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5 (МАТИ, 1995). В трапеции АБСБ точка Е  лежит на основании 
АБ, а точка К  — на основании В С , причём АЕ : ЕЕ) = 3 : 4 и В К : К С  
= 2 :3 .  Отрезок Е К  пересекает диагональ Б Б  в точке Ы, а диаго­
наль АС — в точке М , причём В Ы : N 0  = 1 : 2 .  Найти отношение 
ЛГМ : Е К .

6 (МГУ, биолог, ф-т, 1994). В трапеции АБСБ даны длины оснований 
АО = 4, В С  = 1 и углы А и Б  при основании, равные соответственно 
агс!&2 и агс!&3. Найдите радиус окружности, вписанной в треуго­
льник С В Е , где Е  — точка пересечения диагоналей трапеции.

7 (МГУ, филолог, ф-т, 2001). В трапеции АБСБ стороны А В , СБ па­
раллельны и СБ = 2АВ. На сторонах АБ и В С  выбраны точки Р  и Я  
так, что БР  : РА = 2, Б© : ОС = 3 :4 .  Найти отношение площадей 
четырёхугольников АБ©Р и СБРС?.

8 (МГУ, биолог, ф-т, 1987). Площадь трапеции АБСБ равна 30. Точ­
ка Р — середина боковой стороны АБ. Точка К на боковой стороне 
СБ выбрана так, что 2 СБ = 3-ББ. Прямые АБ и РБ  пересекаются в 
точке ©. Найти площадь треугольника АР©, если АБ = 2 БС.

9 (МГУ, биолог, ф-т, 1991). Высота трапеции АБСБ равна 7, а длины 
оснований АБ и В С  равны соответственно 8 и 6. Через точку Е, ле­
жащую на стороне СБ, проведена прямая В Е , которая делит диа­
гональ АС в точке О в отношении АО : ОС = 3 :2 .  Найти площадь 
треугольника ОЕС.

10 (МГУ, жоном. ф-т, 1999). В трапеции АБСБ (АБ || СБ) диагонали
7

АС = а, Б Б  = —а. Найти площадь трапеции, если А С А В  = 2 А Й В А .5



§ 2.4. ПЛОЩАДЬ ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКА
Изучая треугольники, мы много времени посвятили исследо­

ванию важнейшей характеристики любой геометрической фигу­
ры — её площади. Мы видели, что площадь может выполнять 
«посреднические» функции, связывая различные элементы тре­
угольника, отметили аддитивные свойства площади, позволяю­
щие аккумулировать геометрическую информацию из несколь­
ких треугольников, показали, как сравнение площадей треуго­
льников помогает вычислить отношение длин их сторон и, тем 
самым, продвинуться в определении других пропорций слож­
ных геометрических конструкций.

Дополним знания, полученные ранее, несколькими свойства­
ми, характерными теперь уже для площади четырёхугольника. 
Эти свойства, как и многие другие характеристики четырёхуголь­
ника, являются прямыми следствиями из соответствующих фор­
мул и теорем для треугольников. Однако, в силу важности и рас­
пространённости в задачах планиметрии, их принято выделять в 
отдельные геометрические модули.

^  1. Площадь выпуклого четырёхуго-
Тц лъника равна половине произведения 
«1% его диагоналей на синус угла между ни-

(1)

2. Диагонали вы­
пуклого четырёху­
гольника делят его 
на части так, что произведения площа­
дей треугольников, прилегающих к про­
тивоположным сторонам четырёхуголь­
ника, равны: 8г -8г =82'8 А. (2)

Для обоснования этих формул достаточно вычислить пло­
щадь каждого из четырёх треугольников, образованных при пе­
ресечении диагоналей четырёхугольника, через произведение 
длин их сторон и угол при их общей вершине 0 ( 0  — точка пере­
сечения диагоналей). Затем сложить эти площади (или пере­
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множить, если доказывается свойство 2) и после несложных 
преобразований (полезно провести их самостоятельно, исполь­
зуя при этом знания из тригонометрии) убедиться в верности 
равенств.

Разберём для иллюстрации несколько задач.

Задача 1 (МГУ, ф-т психологии, 1991). ТОЧКИ К , Ь, М  делят СТОрО- 
ны выпуклого четырёхугольника АВСБ в отношении АК  : ВК  = 
СЬ : ВЬ = С М : Б М  = 1 :2 .  Радиус описанной около треугольника 
КЬМ  окружности равен 5/2. Известно, что КЬ = 4, ЬМ  = 3 и 
К М  ^  КЬ . Наити площадь четырёхугольника АВСЬ).

Решение. Прежде всего, обратим внима­
ние на то, что точки К , Ь , М  делят соответ­
ствующие стороны четырёхугольника в 
одинаковой пропорции. С похожей ситуа­
цией мы уже встречались, когда, соединяя 
середины сторон выпуклого четырёхуго­
льника, получали параллелограмм. То, 
что равные пропорции могут приводить к 
образованию параллельных прямых, — не­
обходимо помнить.

В нашей задаче такими параллельными будут прямые К Ь  || А С  и 
Ь М  || В Б ,  что следует из подобия по второму признаку соответству­
ющих пар треугольников А К В Ь ~ А А В С  (к = 2/3) и А Ь С М ~ А В С Б  
(к = 1/3). Из этого подобия сразу определяются длины диагоналей 

3
А С  = —К Ь  = 6 и В Б  = 3Ь М  = 9. Угол между этими диагоналями, не-СЛ
обходимый в формуле (1), будет равен углу между параллельны­
ми им прямыми К Ь  и Ь М , т.е. углу К Ь М  в полностью определен­
ном А К Ь М  (в нём заданы три элемента).

Итак, мы получили задачу на расчёт треугольника. Отметим, что 
угол К Ь М  в этом треугольнике (обозначим его через ф) является 
острым, т.к. он опирается на не самую большую сторону А К Ь М ,  
следовательно созф >0. Тогда, записав в этом треугольнике теоремы

5
си н усовом  = 2 — ешф) и косинусов СКЖ2 =42 +32 -2  4-З со8ф), ис-

пользуя основное тригонометрическое тождество, получим уравне­
ние относительно у - созф: 25(1 — г/2) = 25—24г/, решением которого

В 2 т  Ь т  С
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24 7
будет у= —  (у = О нас не устраивает). Тогда з т ф =— и искомая пло-

1 7 189
щадьравна8 = —*6-9- — = ——. Ответ: 189/25.2 25 25

Задача 2 (МГУ, эконом, ф-т, 1985). В выпуклом четырёхуголь­
нике АВСИ точка Е — пересечение диагоналей. Известно, что 
площадь каждого из треугольников АВЕ  и ВСЕ равна 1, пло­
щадь всего четырёхугольника не превосходит 4, и АО = 3. Най­
ти сторону ВС.

Решение. Обозначив через х и у площа­
ди треугольников ВСЕ и АЕВ, из условия 
задачи получим х+у< 2. При этом, по свой­
ству 2, ху=1. В результате неравенство 

1
приобретает вид х+— <2, что равносильно,

с учетом х>0, равенству х = 1 (обоснуйте 
самостоятельно), а следовательно, и у = 1.
В итоге, мы получили, что АВСВ своими
диагоналями разделён на четыре равновеликих треугольника. 
Покажем, что такой четырёхугольник — параллелограмм (это, 
конечно, догадка, но она основана на знании различных свойств 
известных четырёхугольников).

Действительно, т.к. 8 ^  =8СВЕ, треугольники АВВ  и АСВ с об­
щей частью АЕВ  имеют равные площади и одно основание, следо­
вательно, их высоты, падающие на это основание равны, откуда 
ВС || АВ. Аналогично показывается, что АВ || СВ. В результате, 
ВС =АВ = 3. Ответ: 3.

Рассмотренные свойства площадей четырёхугольников имеют 
интересные следствия.

1) Середины сторон выпуклого четырёхугольника являют­
ся вершинами параллелограмма, площадь которого равна по­
ловине площади данного четырёхугольника.

Первую часть этого утверждения мы уже доказывали, вторая сле­
дует из свойства 1 и формулы площади параллелограмма, выражаю­
щей её через длины его сторон и угол между ними.
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"Г*

2) Диагонали трапеции делят ее на 
четыре треугольника так, что произ­
ведение площадей тех из них, кото­
рые прилежат к основаниям, равно 
квадрат у площади треугольника, 
прилежащего к любой из боковых сто­
рон трапеции: ВХВ2 =В 2.

Понятно, что это прямое следствие свойства 2 и доказан­
ных ранее свойств площадей четырёхугольников, имеющих 
параллельные стороны (образование равновеликих треуголь­
ников).

Задача 3. В выпуклом четырёхугольнике АВСП длины диаго­
налей АС и ВП равны соответственно аи&. Точки Е, Р, Я> Н  явля­
ются соответственно серединами сторон АВ, ВС, СП и АП. Пло­
щадь четырёхугольника ЕРЯН  равна В. Найти длины его диаго­
налей ЕЯ и НЕ.

Р еш ен и е . Ч е ты р ёх у го л ьн и к  
ЕРЯ Н  является  параллелограм ­
мом, длины сторон которого равны 
а / 2 и Ъ/2. Обозначим острый угол 
между ними через а, тогда, учиты- 

а Ъ
в а я , что В = 2 2

, Г45со8а = Л/1-1 —

НР
а" Ь аЬ
Т + Т - 2 Т 1-

48
аЪ

В

з т а ,  получим

Теперь м еньш ая

диагональ параллелограмма (пусть 
для определённости это будет НР) 
может быть вычислена по теореме
коси н усов  д л я_____ А Н Е Р :

,2
Большая диагональ определяется

по таким же формулам с отличием в знаке для сова, т.к. треуго­
льник ЕРЯ у её определяющий, имеет две стороны, длины кото-
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рых равны длинам сторон АН ЕЕ, а угол между ними будет
, а 2 +Ъ2 +2^а2Ъ2 -1 6 8 2 

180° -а .  В итоге, ЕЯ =-------------- ---------------.4
У этой задачи возможна и немного другая логика решения. До­

казав сначала, что площадь АВСВ равна 28 (следствие 1), вычис­
лим по формуле (1) угол между его диагоналями. Далее, учиты­
вая, что этот угол равен углу между сторонами параллелограмма 
ЕЕЯН, длины сторон которого — а/2  и Ь/2, и снова используя тео­
рему косинусов в треугольниках НЕЕ  и ЕЕЯ, получим искомые

д/а2 +Ъ2 ±2л/а2Ь2 -1 6 5 2 
величины. Ответ:---------------   .

Задача 4 (М Г У , ге о гр а ф . ф-т , 2 0 0 4 ) .  В выпуклом четырёхугольни­
ке АВСВ точки К, Ь, М, N  — середины сторон АВ, ВС, СВ, ВА  со­
ответственно. Отрезки КМ  и ЬЫ пересекаются в точке Е . Площа­
ди четырёхугольников АКЕЫ, ВКЕЬ и ВЫЕМ  равны соответст­
венно 6, 6 и 12. Найти: а) площадь четырёхугольника СМЕЬ; б) 
отрезок СП, если АВ = 1/2.

Решение. На примере этой задачи пока­
жем, что стереотипное мышление не всегда 
приводит к быстрым результатам.

Ведь действительно, не увидеть здесь па­
раллелограмм КЬМЫ просто невозможно.
А раз это так, то площади треугольников 
ЕКЬ, ЕЬМ, МЕЫ и КЕЫ равны между со­
бой (обозначим их через х). На первый 
взгляд, это хорошее связующее соотноше­
ние. Ведь тогда 8КВЬ =8АКЫ = 6 -х  (откуда,
кстати, с учетом того, что А К  = К В, следует: ЬЫ || АВ), а 
8ММП =12-х. На этом процесс решения начинает «пробуксовы­
вать», т.к. перенести информацию о площадях в треугольник 
ЬСМ быстро не удаётся. Чтобы это всё же осуществить, покажем, 
что ЬЫ || СВ. Это можно сделать, сравнив площади треугольников 
АВС и АВВ, каждая из которых в четыре раза больше соответству­
ющих (и при этом равных) площадей треугольников КВЬ и АКЫ. 
А  раз площади этих треугольников с одинаковым основанием АВ 
равны, то СВ || АВ. Кроме того, ЬЫ || АВ, значит, ЬЫ || СВ. Отсюда,
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учитывая, что СМ = М2), получим 8ЬСМ = 12-х  и, как следствие,
& с м е ь =12.

Тот же результат можно получить намного 
быстрее, если не идти по очевидной, на пер­
вый взгляд, «тропинке» в сторону известно­
го геометрического шаблона — построения 
параллелограмма КЬММ , а сделать другое 
построение, соединив точку Е с вершинами 
четырёхугольника АВС Б. Тогда, обозначив 
площадь треугольника КВЕ через у и приве­
дя серию равенств площадей треугольников 
(обоснуйте самостоятельно каждое из них):
^ В Е Ь  = & 1ЕС = 6 ~ У >  & А К Е  = ^ К В Е  =  У ' ®АЕЫ  =  ^Ы ЕБ ~ & ~ У ’ ^ Б Е М  =  ^ М Е С  ~

12—(б—1/), в итоге получим 8СМЕ1 = (б-г/)+ 1 2 - ( б - 1/) = 12.
Однако для решения второй части задачи требуется обоснова­

ние того, что представленный в условии четырёхугольник АВСВ 
является трапецией. Этот вывод нами был фактически сделан 
при первом способе определения площади СМЕЬ, второй же спо­
соб требует проведения дополнительного геометрического ана­
лиза (сделайте его самостоятельно с учётом уже полученных ре­
зультатов), т.е. на самом деле не является намного более выиг­
рышным.

Обозначим длину искомого большего основания нашей трапе­
ции через г у тогда длина отрезка ЬИ, который является средней

линией этой трапеции, вычисляется по формуле ЬЫ =
2 + 1А

Учи­

тывая, что ЬИ делит АВС2) на две трапеции с равными высотами, 
отношение площадей которых нам известно, запишем это отноше-

«ЛЯние в качестве замыкающего соотношения для г\ ——
12
24

~(АВ+ЬЫ)

|  ал г+ с# )

у2+ ™
: ЬИ+г

. Отсюда ЬЫ = г -1  и, с учётом выписанной ра­

нее формулы для ЦУ, получим 2 = Ответ: а) 12; б) 5/2.
Рассмотрим теперь задачи, где площадь является главной ин­

формационной составляющей о структуре заданной в условии гео­
метрической фигуры, а для вычисления искомых элементов необ-



2.4. Площадь четырёхугольника 119

ходимы знания, полученные ранее в различных разделах нашего 
пособия.

Задача 5. Точка К  лежит на стороне АВ выпуклого четырёху­
гольника АВСВ и делит её в отношении 1 :3 , считая от вершины 
А. Известно, что площади треугольников АВК, ВКС и КСВ со­
стоят в пропорции 1 : 3 : 3  соответственно. Определить, в каком 
отношении отрезок КС делит диагональ четырёхугольника ВВ*

ВРешение. Треугольники АВК  и КСВ име­
ют одинаковые высоты, опущенные на осно­
вания АК  и КВ  соответственно (обоснуйте 
самостоятельно), точки А, К  и В лежат на 
одной прямой, следовательно, ВС || АВ. А  
уже из этого следует, что длины отрезков ВС 
и К Б  равны (это также требует обоснова­
ния). В результате, ВСВК  — параллелог­
рамм (обоснуйте почему), диагонали которого точкой пересечения 
делятся пополам. Ответ: 1 :1 .

Задача 6. В параллелограмме АВСВ точка Р принадлежит сто­
роне ВС, точка Е — стороне АВ так, что справедливо отношение 
площадей треугольников 3АВЕ : 3ВЕЕ : 3ЕЕ1)= 1 : 2 : 3 .  Определить 
площадь четырёхугольника ЕМЫВ, где М  — точка пересечения 
отрезков ВВ  и ЕР, N  — точка пересечения отрезков РВ и ЕС, а 
площадь треугольника АВЕ  равна 1.

Решение. 1) 3АВЕ . 3ВЕЕ . 3ЕЕВ 1 . 2 . 3 ,
ВС || АВ => АБ : ВР : ЕВ  = = 1 : 2 : 3 .

2) Пусть АЕ = п, тогда ВР = 2п, ЕВ =
3п, ВС =АВ = 4п => РС = 2п.

3) АВРМ  ~ А В Е М  => РМ  : Е М  =
= В Р : ЕВ  = 2 :3 .  А  п Е з п т>

3) АС РИ ^АЕВЫ  => РИ : ЛГВ =
= РС : ЕВ = 2 : 3.

4) РМ : ЕМ  = РЫ : А1В => ДМ БЛ^ АЕРВ (угол общий, стороны
4 21

пропорциональные, к — 2/5) => З мш — ^ ^  ^емми ~ 2^ ^
213 63

= ~25~ = 25(здесьучтено» что8аве: 8 егв= 1 : 3). Ответ: 63/25.
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Задача 7 (МГУ, химич. ф-т, 1996). Продолжения стороны ЬМ  за 
точку М  и стороны КЫ за точку N  выпуклого четырёхугольника 
КЬМЫ пересекаются в точке Р, КЫ = АТР. Площади треугольни­
ков КЬЫ и КМЫ равны соответственно 2 и 1. Отрезки КМ  и ЬЫ 
пересекаются в точке К. Найти ЬВ, если ВЫ = 1 /2 .

Решение. Покажем, что РМ  = М Ь . Для этого мысленно прове­
дем высоты ЬН 2 и М Н г в треугольниках КЬЫ и КМИ, имею­
щих общее основание КЫ. Так как площади этих треугольников 
относятся как 2:1, то в таком же отношении находятся и соот­
ветствующие высоты. Однако эти высоты являются катетами в 
подобных прямоугольных треуголь­
никах РЬН2 и РМ Н г, соответствую­
щими общему углу Ь Р К . Из этого 
следует РЬ : РМ  = 2:1.

В итоге МЫ оказывается средней 
линией в треугольнике РЬК , а значит,
МЫ || ЬК . Но, как мы уже знаем, па- р н * Н 2 к
раллельные прямые, пересеченные двумя другими, всегда «со­
здают» подобные треугольники. В нашем случае АИМ В^АЬКВ  
(по двум углам), а потому ЬВ : ВЫ = ЬК : МЫ = 2 :1 .  Отсюда, учи­
тывая, что ВЫ = 1 /2, получаем ЬВ = 1. Ответ: 1.

Задача 8 (МГУ, биологич. ф-т, 1973). Через середину М  стороны 
ВС параллелограмма АВСП, площадь которого равна 1, и верши­
ну А проведена прямая, пересекающая диагональ ВП в точке О. 
Найти площадь четырёхугольника ОМС П.

Решение. 1) АВОМ~АВОА (к = 1/2).
Следовательно, если площадь АВОМ  
обозначить через В, то площадь А БОА 
будет равна 4В.

2) Диагональ ВП делит параллелог­
рамм на два треугольника, площадь каж-

1
дого из которых равна —. ПоэтомуСи

1 1с  с  ----- _  с
° а в о  ~  2  ’ о м е о  ~  2

В М С



3) Треугольники АВО лАО В  имеют общую высоту, исходящую
ВО 1

из вершины А. Из этого следует, что —-----= 7 ^ = о (послеДнее Ра_

венство вытекает из пункта 1). Это и будет замыкающим соотно­
шением для определения величины 5. Несложные арифметиче-

5
ские действия дают Я = 1/12. Откуда 80МСВ = тг. Ответ: 5/12.х л

И в заключение красивая сложная задача, решение которой 
требует твёрдых знаний свойств четырёхугольников с параллель­
ными сторонами.
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Задача 9 (МГУ, химич. ф-т, 2001, олимпиада). Пятиугольник 
А В С В Е  обладает тем свойством , что 3 АВС = 8 ВС1) =
^ сие =^ беа =&еав = Найти площадь этого пятиугольника. 
(Имейте в виду, что он не обязательно правильный!)

Решение. 1) 5 АВС =Ввсо => ВС \\АВ (осно­
вание ВС — общее, высоты равны) => 
АВСВ — трапеция (точку пересечения диа­
гоналей которой обозначим через О).

2) Аналогично ЗСОЕ = 3ОЕА, 3ОЕА =3ЕАВ =>
АС || ЕВ, ВВ  | АЕ  => АОВЕ — параллелог- 
рамм.

®) ®аол = ̂ иеа = & (АВ — диагональ парал­
лелограмма).

4) Обозначим 8 ^  =8С0В = 8г (т.к. ВС ||АО), 8 В0С =32. Тогда
+ ^2 =  &  а в с  =  & (по условию), 5  ̂ = 8 -8 2 (свойство трапеции АВСВ). 
Итак, для неизвестных 5  ̂ и 8 2 получены два замыкающих соот­

ношения, одно из которых является линейным. Такая система ал­
гебраических уравнений вполне разрешима. Выразив, например, 
из первого уравнения 8 2 через 5  ̂ и подставив его во второе, полу­
чим квадратное уравнение относительно : Я2 +Я- -  Я2 =0, по-

„ -1+л/б о
ложительныи корень которого равен = — -— Я.

Осталось искомую площадь выразить через полученные площа
ди треугольников: 3 ^ ^  = 8 ^  +3АОВ + 8 ^  +Зсо1

5+л/б 5+л/5
= —г— 5. Ответ: —-— 5.

35+& =
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Интересно отметить, что правильный пятиугольник обладает 
всеми свойствами пятиугольника АВСБЕ, а потому является его 
частным случаем. Можно провести расчёт и выразить площадь 
правильного пятиугольника через площадь его части — треуго­
льника АБЕ  (обозначив её через 5). И хотя задача эта сама по себе 
достаточно непростая, результат её решения будет тем же са­
мым, что служит хорошей проверкой правильности нашего ре­
шения. Именно проверкой, так как анализ частного случая ни­
когда полноценным решением не является, и в условии задачи 
об этом сделано специальное предупреждение.

Задачи для самостоятельного решения

: 1. Точки М л К  являются соответственно серединами сторон АВ 
и АО выпуклого четырёхугольника АВСВ. Найти его площадь, ес­
ли площадь четырёхугольника АМСК равна 6.

2. В выпуклом четырёхугольнике, площадь которого равна 12, 
проведены диагонали, разбивающие, четырёхугольник на треуго­
льники. Площади двух треугольников, прилежащих к противо­
положным сторонам, равны 1 и 6. Найти площади двух других 
треугольников.

3. В выпуклом четырёхугольнике АВСН, площадь которого рав­
на 2, точки М л Р  — середины сторон АО и СВ соответственно. На 
сторонах АВ и ВС расположены точки N  и Е так, что отрезки ЫР и 
ЕМ , пересекаясь, делятся пополам. Найти площадь четырёхуго­
льника ЕРМЫ.

4. В выпуклом четырёхугольнике АВСН на сторонах АВ, СВ и 
АО взяты соответственно точки М, N  и Е так, что АЕ : ВВ = 
= СЫ : ЛГВ =1 : 2, а площади треугольников АМЕ, ВМ Е , ВСЕ и 
ВЛГВ состоят в пропорции 1 : 2 : 3 : 4 соответственно. Найти отно­
шение ВС : АО.

5. На сторонах АВ и АО ромба АВС Б  взяты две точки М  л  N  так, 
что МС и А7С делят ромб на три равновеликие части. Найти МЫ, 
если ВН = д,.
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6. В ромбе АВС1) со стороной а угол при вершине А равен 120°. 
Точки В и В лежат на сторонах ВС и АО соответственно, отрезок 
ВЕ и диагональ ромба АС пересекаются в точке М. Площади че­
тырёхугольников ВЕЕА и ВСОВ относятся как 1 :2 .  Найти ЕМ , 
если АМ  : МС = 1 : 3 .

7 (МГУ, географ, ф-т, 1998). Площадь трапеции АВСВ с основания­
ми АО и ВС (АО > ВС) равна 48, а площадь треугольника АОВ, где 
О — точка пересечения диагоналей трапеции, равна 9. Найти от­
ношение оснований трапеции АО : ВС.

8 (МГУ, географ, ф-т, 1990). На сторонах АВ, ВС и АО параллелог­
рамма АВСО взяты соответственно точки К, М л Ь  таким образом, 
что АК : КВ  = 2 :1 ,  В М : МС = 1 : 1, АВ : ВО = 1 :3 .  Найти отноше­
ние площадей треугольников КВЬ и ВМЬ.

9. Найдите площадь четырёхугольника, если его диагонали рав­
ны, а длины отрезков, соединяющих середины противоположных 
сторон четырёхугольника, равны 2 и 6.

10 (МГУ, географ, ф-т, 1991). В параллелограмме АВСО на диагона­
ли АС взята точка Е так, что длина АВ составляет треть длины АС, 
а на стороне АО взята точка Е так, что АЕ составляет четверть дли­
ны АО. Найти площадь параллелограмма АВСО, если известно, 
что площадь четырёхугольника АВСЕ (где О — точка пересече­
ния прямой ЕЕ со стороной ВС) равна 8.

11. В трапеции АВСО даны основания: АО = 12 и ВС = 3. На про­
должении стороны ВС выбрана такая точка М, что прямая АМ  от­
секает от трапеции треугольник, площадь которого составляет 
три четверти площади трапеции. Найти СМ.



ГЛАВА 3. ОКРУЖНОСТИ
Перейдём теперь к подробному исследованию свойств третьего 

важнейшего геометрического объекта — окружности — объекта, 
появление которого в планиметрической задаче приводит к реа­
лизации специфических, присущих только ему закономерностей. 
Научиться видеть и успешно использовать в процессе решения за­
дач эти закономерности и свойства окружностей — одна из основ­
ных целей читателя при изучении данной главы.

§ 3.1 . СПЕЦИФИКА ЗАДАЧ НА ОКРУЖНОСТИ

Напомним читателю некоторые факты из теории, без использо­
вания которых не обходится решение практически ни одной пла­
ниметрической задачи.

Ж* Теорема о вписанном угле. Вписан- 
з р  ный угол измеряется половиной дуги 
Т* окружности, на которую он опирается.
Ж*

У этой теоремы есть и другая форму­
лу* лировка.
X* Вписанный угол равен половине центра-
X  лъного угла, опирающегося на ту же дугу.
-Ж!* Часто в задачах используется не только сама эта теорема, 

но и следствия из неё:
У  Вписанные углы, опирающиеся на одну дугу, равны.
Ж* Вписанный угол, опирающийся на диаметр, равен 90°.
А* Теорема об угле между хордой и касательной. Угол, образован-
у  ный касательной и хордой, проведёнными из одной точки 
Т? окружности, измеряется половиной 
Ж  длины дуги, заключённой внутри него.

У этой теоремы также есть очень 
" р  удобное следствие:

Угол между касательной и хордой, 
проведёнными из одной точки окружно­
сти, равен вписанному углу, опирающе­
муся на дугу окружности, заключённую 
между касательной и хордой.
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Теорема о касательной и секу­
щей. Если из точки М, лежащей 
вне окружности, проведены к ней 
касательная МС и секущая МА, 
то произведение длины секущей 
на длину её внешней части МВ 
равно квадрату длины касательной: М А-М В = МС2.

И опять при решении задач часто бывает удобно использо­
вать следствие из этой теоремы:

Произведение отрезков секущих, проведенных из одной и 
той же точки вне окружности, есть число постоянное для 
всех секущих: М АХ -МВ1 -М А 2 М В2 = МА МВ.

Т еорема о хордах. Е сли  через 
точку М, взятую внут ри круга , 
проведены две хорды АВ и СИ, то 
произведения длин отрезков каж­
дой хорды , на которые её делит  
т очка  М , р а вн ы  меж ду собой:
АМ  М В =СМ МБ.

Ещё несколько полезных утвер­
ждений:

1. Отрезки касат ельных , про­
ведённых из одной точки к окруж­
ности, имеют равные длины .

2. Касательная к окружности 
перпендикулярна радиусу , про­
ведённому в точку касания.

3. Е сли  прям ая , пересекающ ая  
окружность, перпендикулярна радиу­
су, проведённому в точку пересече­
ния, то она является касательной к 
этой окружности.

4. Дуги окружности, заключённые 
внутри параллельных прямых, пересе­
кающих эту окружность, равны.
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5. Равные хорды стягивают равные дуги 
окружности (при этом считается, что хорда 
стягивает меньшую из двух дуг окружности). 
Равные вписанные в окружность углы опира­
ются на равные хорды.

6. Равные хорды окружности равноудале­
ны от её центра. Равноудалённые от центра 
окружности хорды равны.

7. Диаметр, делящий хорду пополам, 
перпендикулярен этой хорде.

8. Центр окружности лежит на пересече­
нии серединных перпендикуляров к любым 
двум различны м непараллельным хордам 
этой окружности.

9. Угол, образованный двумя пересекающи­
мися хордами, измеряется полусуммой дуг 
окружности, одна из которых заключена 
внутри него, а другая — внутри вертикаль­
ного с ним угла.

10. Угол, образованный двумя 
пересекающимися секущими, изме­
ряется полуразностью дуг окруж­
ности, заключённых внутри него.
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Доказательство этих основополагающих свойств окружности 
можно найти в школьных учебниках или пособиях по геометрии 
(список см. на стр. 230-235). Все они представляют из себя небо­
льшие и часто очень красивые модельные задачи, решение кото­
рых, безусловно, полезно провести самостоятельно.

А теперь давайте посмотрим, как «работают» эти свойства в за­
дачах различной степени сложности.

Начнём с модельных примеров.

Пример 1. В окружности, радиус которой равен 25, проведены 
по одну сторону от её центра две параллельные хорды длиной 40 
и 30. Найти расстояние между этими хордами.

Решение. Если через центр О окруж­
ности провести к заданным хордам об­
щий перпендикуляр, то образуются два 
прямоугольных треугольника ОВН  и 
ОСМ с гипотенузами, равными радиусу.
При этом один из катетов каждого треу­
гольника равен половине длины соот­
ветствующей хорды окружности (обо­
снуйте самостоятельно). Если найти по 
теореме Пифагора длины вторых кате­
тов, то останется только определить их разность: М Н  = ОН -  
ОМ = 20 -  15 = 5. Ответ: 5.

Пример 2. Вписанная окружность касается гипотенузы пря­
моугольного треугольника в точке, делящей гипотенузу на от­
резки 2 и 3. Найти радиус этой окружности.

Решение. Соединив центр О окружности с точками касания Н, М, 
Р и обозначив через г искомый радиус, 
получим:
1)А Н = А М  = 3, ВР = ВМ  = 2;
2) СНОР — квадрат со стороной г (оба пункта обо­
снуйте самостоятельно).

Замыкающим соотношением для определения 
г служ ит теорем а П иф агора для А АВС :
(г+2)2 +(г+3)2 =52. Это квадратное уравнение н 
имеет только один положительный корень г = 1.
Ответ: 1. с

\А

’ О/ г  \
г у \
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Пример 3. Хорда окружности равна 10. Через один конец хор­
ды проведена касательная к окружности, а через другой — секу­
щая, параллельная касательной. Определить радиус окружно­
сти, если внутренний отрезок секущей равен 12.

Решение. В задаче обсуждается достаточ­
но распространённая геометрическая «кар­
тинка». Обозначив через М В  касательную, 
а через АС параллельную ей секущую, по­
каж ем , что АВ = ВС. Д ействительно, 
/.М В А -/.В А С  (как  накрест леж ащ ие), 
/.М ВА = /1ВСА = а  (т. к. каждый из них ра­
вен половине длины дуги АВ), следователь­
но ААВС — равнобедренный. Но тогда
соза = '5 ’81па = а искомый радиус легко

определить по теореме синусов для ААВС:
АВ
вша

В .25/
--2К. Откуда 

Ответ: ̂ / а.

Пример 4. В окружности проведены две хорды АВ = а и АС = Ь. 
Длина дуги АС вдвое больше длины дуги АВ. Найти радиус 
окружности.

Решение. Следует обратить внимание на 
то, что в окружности радиус часто играет 
роль общего связующего элемента, выра­
жая через который различные геометри­
ческие компоненты этой окружности, 
можно получить интересные соотношения 
между их величинами. Так, в нашем при­
мере, обозначив через а  длину дуги АВ и 
выразив длину каждой из заданных в 
условии хорд через диаметр окружности,

а Ъ
получим соотношение:  г г  = 2В = ~

8Ш% вша

(здесь учтено, что величина вписанного угла равна половине угло­
вой величины дуги, на которую он опирается). Отсюда сразу же

а Ъ
выписывается выражение для соз

2 2 а после чего легко полу-
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а Ь2 а
чить з т — = д| 1—— ^ (учитываем, что — <л).

А V  т Л  ^
Дальнейшее определение радиуса окруж­
ности является делом техники.

Обязательно надо отметить, что наши 
рассуждения не зависели от того, является 
ли дуга АВ частью дуги АС (тогда легко за­
метить, что дуга ВС тоже равна а  — см. со­
седний рисунок) или это различные дуги 
одной окружности (этому случаю соответствует тот рисунок, кото­
рый мы изобразили вначале). Умение видеть в геометрической за­
даче разные «случаи» очень важно!

Ответ:
а

л/4а2 -Ъ2

Пример 5. На дуге окружности, лежащей по одну сторону от 
прямой ОВ, проходящей через центр О выбраны точки А и В так, 
что ААМО = АВМ В , где М  — точка, принадлежащая радиусу 
О В. Определить величину угла АОВ, если ААМВ=ос.

Vх/1 ЛЛ 1 И> ме

Решение. Если провести перпендикуляр 
ВВ2 к радиусу ОВ (распространённое до­
полнительное построение в таких задачах), 
то при пересечении его с окружностью об­
разуется точка В2, симметричная В отно­
сительно этого радиуса (что является пря­
мы м следствием  равнобедренности 
АОВВх). Поэтому АМ ВВХ тоже равнобед­
ренный и АВгМ В = АВМ  В. Если при этом 
учесть, что ААМО = АВМ  В  , получается,
что точки А, М  и Вх лежат на одной прямой. Поэтому величина уг­
ла МВгВ равна (т * к - внешний угол а  в равнобедренном
АМВВг равен сумме двух равных внутренних, не смежных с ним). 
А так как угол АВХВ является вписанным, опирающимся на дугу 
АВ окружности, то величина этой дуги (а вместе с ней и величина 
угла АОВ) будет равна а.

Отметим также, что точку Вг можно было получить и по-друго­
му: как результат пересечения прямой АМ  с окружностью. Тогда
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углы АМО  и 2)МВХ будут равны как вертикальные, а значит, М2) 
будет биссектрисой угла ВМ В1. В итоге, точка Вхесть результат 
пересечения двух линий — нижней полуокружности и луча М ВХ, 
каждая из которых симметрична относительно 02) соответствен­
но верхней полуокружности и лучу МВ, которые пересекаются в 
точке В. Следовательно, В и Вхсимметричны относительно 02).
При таком варианте рассуждений мы использовали симметрию 
окружности относительно любого из её диаметров.

Ответ: а.

Пример 6. Из точки А окружности проведен диаметр АВ и хор­
да АС. Кроме того, перпендикулярно хорде, пересекая диаметр, 
проведена другая хорда 2)В. Доказать, что длина отрезка 2)В рав­
на длине отрезка ВС, а длина отрезка 2)С равна длине отрезка ВВ.

Решение. Доказательство этого факта 
проведём только для случая, когда точки 2) 
и С, заданные в условии задачи, расположе­
ны на окружности с разных сторон от её диа­
метра АВ. Случай, когда они находятся с од­
ной стороны от АВ, для закрепления навыка 
работы с окружностями полезно рассмот­
реть самостоятельно.

Итак, /ЛСВ  — вписанный, опирающийся 
на диаметр, а значит, прямой, т.е. ВС1ЛС.
Кроме того, по условию ВЕАЛС, а потому 2)В || ВС. Следовательно, 
дуги 2)В и ВС равны, а значит, равны и стягивающие их хорды.

Для обоснования равенства отрезков 2)С и ВВ сравним длины 
дуг 2)ВС и ВСЕу которые этими хордами стягиваются. Дуги эти 
имеют общую часть — ВС, а оставшиеся части 2)В и ЕС по дока­
занному ранее равны. То есть дуги 2)ВС и ВСЕ также равны.

Утверждение доказано.
Это доказательство могло бы быть несколько короче, если 

знать, что вписанная в окружность трапеция (а 2)ВСВ — трапе­
ция, т.к. 2)В | ВС) всегда является равнобедренной, а поэтому рав­
ны как её боковые стороны, так и диагонали. Однако мы сознате­
льно не пошли по этому пути, желая показать, как иногда удобно 
для обоснования равенства длин хорд одной окружности исполь­
зовать сравнение длин дуг, стягивающих эти хорды.
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Разбирая эти примеры, мы познакомились с использованием 
при их решении далеко не всех из приведённых выше свойств 
окружности. Продолжим это знакомство, перейдя к решению бо­
лее сложных задач.

Задача 1 (МГУ, социологии, ф-т, 2001). Диагональ АС выпуклого 
четырёхугольника АБСБ является диаметром описанной около 
него окружности. Найти отношение Б ^ и  8 АС1), если известно, 
что диагональ Б Б  делит АС в отношении 2 :1 (считая от точки А), 
а АВАС = 30°.

Решение. Обозначим точку пересече­
ния диагоналей четырёхугольника бук­
вой О и попробуем начать решение зада­
чи от цели, используя метод сравнения 
площадей треугольников.

1) ОС : АС = 1 : 3 => 8 ^ : 8 ^  =1:3,
80Св • 8 АС1) =1:3 (две пары треугольников с 
общими высотами). Следовательно, иско­
мое отношение площадей треугольников и
АВС и АСБ равно отношению площадей
треугольников ВОС и БОС, также имеющих общую высоту, опу­

щенную из вершины С, а потому -
ВО
О Б’АСП ИОС

Найдём отношение ВО : ОБ.
2) АС — диаметр окружности => ААВС=90°. Обозначив через х  

длину отрезка ОС, получим из условия задачи АО = 2х, а 
ВС = Зх/2  (катет, лежащий напротив угла в 30°).

3)ВАБОС: А В С О -60°, а потому БО* = х* + \-^  I -2 х
Зх 1 

2 ) 2 ’2 (Те' 
орема косинусов). Таким образом, ВО = х^Ч / 2.

4) По теореме о хордах: ВО ОВ = АО ОСу откуда О Б=4х/л/7. 
Итак, через переменную х  выражены длины обоих отрезков 

ВО и ОБ, а значит, их отношение легко находится: оно рав­
но 7/8.

Ответ: 7/8.
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Задача 2 (МГУ, ф-т психологии, 1983). В окружность радиуса 7 
вписан четырёхугольник АВСО. Длины сторон АВ и ВС равны. 
Площадь треугольника АВО относится к площади треугольника 
ВСО как 2 :1 . Величина угла АВС равна 120°. Найти длины всех 
сторон четырёхугольника АВСВ.

Решение. 1) ВВ  — биссектриса угла в
АОС (т.к. дуги АВ и ВС, стягиваемые со­
ответствующими им равными хордами, 
также равны, а значит, равны и вписан­
ные углы АОВ и ВОС, опирающиеся на 
эти дуги).

2) 8 авп:8всп =2:1 =» А В  :ОС = 2 : 1 (обо­
снуйте самостоятельно). Обозначив через 
х длину стороны ОС, получим АО = 2х.
Тогда длина стороны АС, вычисленная о
по теореме косинусов в ААСО, будет рав­
на А С - х4 7 (получите самостоятельно).

3) /А С В  = /А В В  = 60°(как вписанные, опирающиеся на одну 
дугу), АВ = ВС, поэтому ААВС — правильный => АВ = ВС = х4 7.

4) Для определения х  воспользуемся теоремой синусов в ААВС:
АВ Г

 —— = 2К. Учитывая, что по условию В = 7, получим АВ = 7л/3,зтоО
откудаОС=х = л/21, АО = 2л/21. Ответ: 7л/3, 7л/3, л/21, 2л/21.

Задача 3 (МГУ, социологии, ф-т, 2000). В четырёхугольник АВСО впи­
сана окружность радиуса 2. Угол ОАВ прямой. Сторона АВ равна 5, 
сторона ВС равна 6. Найти площадь четырёхугольника АВСО.

Решение. Опустим из центра О впи­
санной в четырёхугольник окружности 
перпендикуляры к его сторонам АБ,
ВС, СО и ОА. Полученные точки каса­
ния окружности и четырёхугольника 
обозначим соответственно — Ы, К, Ь и 
М . В четырёхугольнике АЛЮМ все уг­
лы прямые, а стороны ЛЮ и ОМ равны 
между собой (и равны радиусу вписан­
ной в АВСО окруж н ости ), поэтому 
АЛОМ  — квадрат со стороной 2. Но тогда
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ВИ  = 5 -  2 = 3 и отрезок ВК  другой касательной к этой окруж­
ности, проведённый из точки Б, также равен 3. Аналогично: 
СК = СЬ = 6 -  3 = 3.

Единственной неизвестной парой равных отрезков остались 
ББ = М Б (обозначим их через х). Понятно, что найдя х у мы решим 
поставленную задачу. Обратите внимание, что наши действия до 
настоящего момента практически совпадают с действиями, про­
водимыми нами при решении примера 2 .

Для определения х  отметим сначала, что треугольники ИОВ, 
ВОК , КОС и СОЬ равны между собой (как прямоугольные с рав­
ными катетами). Обозначим угол при общей вершине О у этих тре­
угольников через а. Тогда 1&а = 3 /  2. По тем же причинам равны 
между собой и треугольники БОБ и МОБ. Поэтому, если обозна­
чить через ф угол при вершине О у этих треугольников, то 
1&ф = х /2 .  Но ф и а  связаны между собой следующим соотношени­
ем: 90° +4ос+2ф =360°.

Далее следуют несложные, но достаточно «неприятные» триго-
, ч ^ 1 3 5 ° - ^ 2 а

нометрические выкладки: 1^ф = ^ (135°-2а) = 1 3 5 °^ 2а
21%а 12 7 14

Ввиду того, что 1&2а =   получаем х  = 21^ф =2 • —~= — .
1- 1& а  5 17 17

Осталось записать искомую площадь в виде суммы площадей 
отдельных треугольников и квадрата: 3 ^ ^  = З амом + ^ыво  + 

300 300
25м1)=4+4'•3+2-*=— . Ответ:— .

Задача 4 (МГУ, географии, ф-т, 1972). Окружность радиуса В прохо- 
дит через вершины А и В треугольника АВС и касается прямой АС 
в точке А. Найти площадь треугольника АБС, зная, что ЛАВС= р, 
АСАВ = а.

Решение. Следует отметить, что 
если в задаче присутствуют хорда и 
касательная, исходящие из одной 
точки окружности, то необходимо 
сразу же заняться поиском угла, 
равного углу между ними. Как пра­
вило, это даёт серьёзное продвиже­
ние в решении. Так, обозначив через
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О центр заданной окружности, а через Н  — основание высоты в 
равнобедренном треугольнике АОВ, мы получим равенство углов 
ВАС л  АОН  (угол АОН  равен половине центрального угла АОБ, а 
значит, его величина равна половине длины дуги АБ, чему также 
равна величина угла ВАС). Но тогда из ААОН: АН =Квт а .  Учи­
тывая, что АВ = 2 А Н > получаем полностью определённый ААВС 
(в нём известны три элемента — сторона и два прилежащих к ней 
угла), из которого с помощью техники, отработанной в главе 1, 
несложно получить искомую площадь (проведите эти выкладки

ч Л 2В28 т 3а8тВ/самостоятельно). Ответ: /&т\(а+р)'

Задача 5 (ИСАА МГУ, 1995). Сторона АБ треугольника АБС рав­
на 3, ВС = 2АС, Е — точка пересечения продолжения биссектри­
сы СВ данного треугольника с описанной около него окружно­
стью, ВЕ  = 1. Найти длину АС.

Решение. 1) ВВ:АВ  = ВС: АС = 2 :1  (по
теореме о биссектрисе) => ВВ  = 2, АО = 1;

2) ВВ АВ = ЕВ ВС (по теореме о хор­
дах) => ВС = 2;

3) АЕАВ = АЕСВ (вписанны е углы , 
опирающиеся на одну дугу);

4) ЛЕСА ~ АЕАВ (по двум углам  — 
очень распространённая геометрическая

АС 3 АЕ  
«картинка»!) => —— = —— = ——. Откуда 1 АЕ 1
АС=АЕ  = л/3. Ответ: л/3.

Задача 6 (МГУ, физич. ф-т, 1993). Окружность касается сторон угла с 
вершиной О в точках А и В. На этой окружности внутри треугольни­
ка АОБ взята точка С. Расстояния от точки С до прямых ОА и ОБ рав­
ны соответственно алЪ. Найдите расстояние от точки С до хорды АБ.

Решение. Прежде всего, сделаем достаточно естественные допол­
нительные построения: опустим перпендикуляры из точки С на 
стороны ААОВ, тем самым зафиксировав в виде отрезков СМ = а, 
СН = Ъ л  СР = х — заданные и искомое расстояния. Кроме того, сое­
диним точку С с точками касания А и В, создав при этом углы меж­
ду хордами АС и ВС и соответствующими им касательными ОА и
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ОВ. После этого несложно найти рав­
ные им углы  АСВА = АСАО и 
АСАВ = /.СВО и, как следствие, заме­
тить две пары подобных прямоуголь­
ных треугольников: МЛ АС ~ АР ВС, и 
АН ВС ~ АР АС. Из этого подобия обра- 

а АС Ь ВС 
зуются отношения — = —-- и — = ——, х ВС х АС
откуда сразу следует: х  = 4аЬ. Ответ: л[аЬ.

Задача 7 (МГУ, географии, ф-т, 2004, репетиц. экз.). Из ТОЧКИ В К 

окружности с центром О проведена касательная. Прямая, прохо­
дящая через точку касания М, пересекает окружность также в 
точке И, и отрезок ОВ — в точке А вне окружности. Найти ради­
ус окружности, если ОВ = 8, МИ = 1, а угол МАО равен удвоен­
ному углу МВО.

Решение. Обозначим А М В А -ос, 
тогда АМАО = 2а (по условию ), а 
АВ М А=а  (т.к. внешний угол треу­
гольника равен сумме двух внут­
ренних, не смежных с ним). Следо­
вательно, АВАМ— равнобедренный 
(ВА= АМ ).

Кроме того, так как М  — точка касания, то проведя к ней радиус 
ОМ, получим прямоугольный треугольник ВОМ и через а  теперь 
можно выразить ещё два угла: АВОМ = 90° - а  и ААМО = 90° -а ,  
т.е. АМАО также оказался равнобедренным (АМ = АО).

Теперь несложно получить числовые выражения длин отрез­
ков: ВА =АМ =АО = 4, АИ = 3. Для определения искомого радиуса 
К воспользуемся следствием из теоремы о касательной и секущей: 
А М ’АИ = А Ь А К  (здесь Ь и  К  — точки пересечения прямой ВО с 
окружностью). В итоге: 4-3=(4-ВХ4+В), откуда В = 2. Ответ: 2.

Задача 8 (МГУ, биологии, ф-т, 1995). Вершины В, С, О четырёхуголь­
ника АВСВ расположены на окружности с центром О, которая пе­
ресекает сторону АВ в точке Р, а сторону АО — в точке Е. Известно, 
что угол ВАО прямой, длина хорды ЕЕ равна длине хорды ЕВ и 
длины хорд ВС, СО, ВО равны между собой. Найти угол АВО.



136 Глава 3. Окружности

Решение. Обозначим через а  и (3 длины 
дуг, стягиваемых равными хордами:
ЕВ = ЕЕ = а  и БС =С Б =Б Б  = (3. Тогда ис­
комый угол будет определяться из равно-

71- а
бедренного АВОЕ выражением .

сл

Заметим, что через а  и (3 легко выра­
зить длину всей окружности: 2к =2а+3(3.
Для нахождения второго соотношения р
между а  и (3 можно выразить АВАО — 
угол, образованный двумя пересекающимися секущими АБ и АБ, 
— через полуразность дуг окружности Б Б  и ЕЕ, на которые он опи- 

п 2(3-а
рается: — = —-—. Решив систему из двух линейных уравнений, по-А Сл

к 4к Зк Зк
лучима = —, а ААВО = — . Ответ:— .

Задача 9 (МГУ, ф-т психологии, 2001). В трапеции БСББ основа­
ние ВЕ = 13, основание СБ = 3, СЕ = 10. На описанной около 
БСББ окружности взята отличная от Е точка А так, что СА = 10. 
Найти длину отрезка БА и площадь пятиугольника АБСББ.

Решение. Покажем сначала, что точка 
А расположена на дуге ББ окружности.
Действительно, так как по условию 
АСВЕ— острый, то дуга СББ меньше по­
луокружности, а значит, точка А не мо- в 
жет ей принадлежать, ибо СА=СБ. Кро­
ме того, т.к. длина дуги СБ равна длине 
дуги Б Б  (в силу параллельности СБ и 
ББ), а Б Б  лишь часть дуги СББ, значит, 
хорда СБ меньше 10 и точка А также не а
может принадлежать дуге СБ. Если те­
перь заметить, что равные хорды СА и СБ стягивают дуги, части СБ 
и Б Б  у которых равны, окажется, что части БА и СБ также равны. 
Араз равны дуги, равны и стягивающие их хорды, т.е. АБ = СБ =3.

Площадь пятиугольника АБСББ будем искать как сумму пло­
щадей треугольников АБС, СББ и АСБ. В каждом из этих треуго­
льников известно по две стороны, и для определения площади не­
обходимо найти ещё угол между соответствующими сторонами.



Здесь мы имеем дело с одним из стандартных геометрических мо­
дулей, когда два треугольника с известными сторонами, например, 
БСА и ВСЕ или АВЕ и АСЕ, имеют общую сторону (БС или АЕ) и 
равные углы, противолежащие этой стороне. Эти углы легко опреде­
лить, выразив дважды из теоремы косинусов квадрат общей сторо­
ны в каждом из треугольников: ВС2 = В Е 2 +СЕ2 -2  ВЕ СЕ соза = 
В А 2 + АС2 - 2 -ВА АС соза (здесь а  = АВАС = АВЕС как  вписан­
ные, опирающиеся на одну дугу). БС2в этом двойном равенстве 
выполняет лишь «посредническую» функцию и для расчетов не

4
нужен. Подставив числовые значения, получим сразу же: со8ос = -5

3 1
=> з т а  = -  => 3 С1)Е = —СБ-С П -зта = 9. Легко понять, что треуголь- э ^
ники АВС и СПБ равны, поэтому =9.

Проведите самостоятельно аналогичные выкладки для опреде-
11

ления угла (3 = /А В Е -  /АСЕ, В результате получится со8|3 = — ;
п 60 3000 3000 4098

81пР = —•; 8 асе = - г з - .  Поэтому =9+9+-
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61’ ЛСЕ 61 ‘ АВС0Е 61 61 
4098

Ответ: 3; .61

Задача 10 (МГУ, филологии, ф-т, 1991). В трапеции АБСП боко­
вая сторона АВ  перпендикулярна основанию БС. Окружность 
проходит через точки С и П и касается прямой АВ  в точке Е . 
Найти расстояние от точки Е до прямой СП, если АП = 4, 
а БС = 3.

Решение. В главе 2 мы отмечали, что если в 
трапеции заданы длины оснований или хотя 
бы их отношения, то часто бывает удобно до­
строить эту трапецию до треугольника, про­
должив до пересечения её боковые стороны. 
Так и сделаем, обозначив через Б вершину это­
го треугольника. При этом происходит образо­
вание подобных треугольников 8ВС и БАЛ, у 
которых БС : БП = 3 : 4 .  Обозначим БС = 3т, 
тогда БП = 4т.



138 Глава 3. Окружности

При таком дополнительном построении 8Е  и 8 0  становятся 
соответственно касательной и секущей, проведёнными из од­
ной точки 5 к окружности, а потому 8Е 2= 8 В 8 С  = 12т2=> 
8Е = 2тпл/3.

Заметим, что искомое расстояние ЕК, где К  — основание пер­
пендикуляра, проведённого из точки Е к прямой СП, является од­
ним из элементов в другой паре подобных прямоугольных треуго­
льников 8ВС и 8КЕ  с общим углом при вершине 5. Поэтому
ЕК 2гпл[3 г- г-
—— = — . ОткудаЕК = 2л/3. Ответ: 2уЗ.

О 0 17 1

Задача 11 (МГУ, социология, ф-т, 1998). В выпуклом четырёхуго­
льнике АВСО длина стороны АП равна 6, длина стороны СП рав-

Г  л/з 1
наЗл/З, косинус угла АПС равен — , синус угла ВСА равен Най­

ти сторону ВС, если известно, что окружность, описанная около 
треугольника АВС, проходит также и через точку П.

Решение. Треугольник АСП являет­
ся полностью определённым. В нём из­
вестны три элемента, а потому неслож­
но вычислить длину стороны АС = 3 и 
радиус описанной окружности В = 3 
(проведите эти выкладки самостояте­
льно). После этого треугольник АВС 
такж е становится полностью опре­
делённым — в нём теперь тоже извест­
ны три элемента: АС, В и з т  АВС А. Для 
определения длины ВС (обозначим её
через х ) мож но сн ачала  по теореме синусов получить 
АВ = 2ВзтАВСА = 3 / 2, а затем выписать теорему косинусов

х 2 +
ЗУ 3 
2) ~2'2

л/3
= 32. Здесь учтено, чтосоз^АВС =-созААОС

л/3
= - —  (сумма величин этих углов равна 180°, т.к. дуги, на которые

они опираются, в сумме образуют окружность). Единственный по-
3(л/15-л/з)

ложительный корень этого уравнения равен ВС =х =------   .



Отметим, что ВС можно было бы получить и по-другому, пред­
варительно вычислив ат АВАС = з /Л ВС л- АВС А). При этом спо­
собе решения будет чуть больше тригонометрических выкладок 
(потребуется применить формулу синуса суммы двух аргумен­
тов). Зато итоговый результат ВС = 2ВзтАВАС (он следует из тео­
ремы синусов) получается быстрее (полезно провести это сравне-

3(л/1 5 -л/з)
ние). Ответ:------   .

При решении этой задачи, также как и в примере 4, мы воспо­
льзовались удобным обстоятельством, которое надо иметь в виду 
всегда, решая задачи с окружностями. Дело в том, что все треуго­
льники , вписанные в одну окружность, имеют общий элемент  — 
радиус этой окружности. Это значит, что найдя его в одном из та­
ких треугольников, мы получаем возможность для использова­
ния этой информации во всех остальных треугольниках.

В следующих параграфах этой главы, а также в главе 4 мы рас­
смотрим ещё немало интересных задач, в которых использованы 
различные свойства окружностей. Однако уже сейчас, обобщив 
изученное, можно выявить некоторые закономерности:

1) задачи с окружностями — это, в первую очередь, задачи на 
«перебрасывание» углов, нередко с «выходом» в дальнейшем на 
подобные треугольники (примеры — 3, 5; задачи — 2, 4-7, 9, 11); 
особенно это хорошо «работает», когда в условии задачи явно при­
сутствует слово «касательная» и существует хорда, исходящая из 
точки касания (пример 3; задачи — 4, 6);

2) задачи с окружностями — это задачи и на «перебрасывание» 
длин отрезков, что также нередко приводит к существенному про­
движению в их решении (примеры — 2, 6; задачи — 1, 3, 5, 7, 9,10);

3) задачи с окружностями — это задачи, в которых радиус 
окружности играет роль общего элемента во всех треугольниках, 
вписанных в эту окружность (пример 4; задача 11);

4) в задачах с окружностями простейшие алгебраические дейст­
вия можно совершать не только с величинами углов и длинами от­
резков (что является делом вполне привычным), но также и с дли­
нами дуг окружности, т.к. из этого можно получить дополнитель­
ную информацию о длинах хорд, стягивающих эти дуги (пример 
6; задачи — 8, 9).

Изучив материал этого параграфа, попробуйте свои силы в са­
мостоятельном решении задач.

3,1, Специфика задач на окружности ___  139
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Задачи для самостоятельного решения

1. Пятиугольник АВСВЕ вписан в окружность так, что ВС || АВ 
и ВС = ВЕ. Определить величину угла между прямыми АЕ  и ВВ.

2. Четырёхугольник АВСВ вписан в окружность, при этом 
ААВС = 120°, ААВВ = АВВС. Найти отношение АС : АВ.

3. В равнобедренном треугольнике АВС (АВ = АС) угол при вер­
шине А равен 2а. Прямая, проходящая через вершину В и центр О 
описанной около треугольника АВС окружности, пересекает сто­
рону АС в точке В. Найти ВВ, если АС = Ъ.

4 (МГУ, биологии, ф-т, 1990). Из точки М  на окружности проведены 
три хорды: МЫ = 1, МР = 6, М($ = 2. При этом углы ЫМР и РМ<д 
равны. Найти радиус окружности.

5. В окружности радиуса г проведена хорда, равная г/2. Через 
один конец хорды проведена касательная к окружности, а через 
другой — секущая, параллельная касательной. Найти расстояние 
между касательной и секущей.

6. На основании ВС трапеции АВСВ, как на диаметре, построена 
окружность, которая проходит через середины диагоналей трапе­
ции и касается основания АВ. Найти углы трапеции.

7 (МГУ, геолог.ф-т, 1998). Четырёхугольник АВСВ вписан в окруж­
ность. Диагонали АС и ВВ перпендикулярны и пересекаются в 
точке К. Известно, что АВ = 5, ВС =10, ВК = 6. Найти площадь че­
тырёхугольника АВСВ.

8 (МГУ, ф-т психологии, 1999). Четырёхугольник КЬМЫ ВПИСаН В 

окружность. Длины противоположных сторон КЬ и МЫ равны со­
ответственно 3 и 5; КМ  = 7, ЬЫ = 6. Отрезки К М  и ЬЫ пересекают­
ся в точке Р. Найти радиус окружности, описанной около треуго­
льника КЬР.

9 (МГУ, биологии, ф-т, 1975). Отрезок АВ есть диаметр круга, а точ­
ка С лежит вне этого круга. Отрезки АС и ВС пересекаются с 
окружностью в точках В и М  соответственно. Найти угол СВВ, ес­
ли площади треугольников ВСМ ж АВС относятся как 1 :4 .

10 (МГУ, биологии, ф-т, 1979). Около окружности радиуса В описа- 
на трапеция. Хорда, соединяющая точки касания окружности с 
боковыми сторонами трапеции, параллельна основаниям трапе­
ции. Длина этой хорды равна Ъ. Найти площадь трапеции.



§ 3 .2 . ОКРУЖНОСТИ И МНОГОУГОЛЬНИКИ. 
МЕТОД «ВИЗУАЛИЗАЦИИ» ОКРУЖНОСТИ

Продолжая начатое в предыдущем параграфе изучение свойств 
окружностей, обобщим информацию из главы 1, касающуюся 
окружностей, применительно к задачам с многоугольниками.

«азз 1) Центр вписанной в многоугольник окружности — точка, 
у  равноудалённая от всех его сторон, — лежит на пересечении 

биссектрис всех его внутренних углов. Поэтому радиус впи- 
санной окружности является высотой во всех треугольниках с 
вершиной в центре этой окружности и с основаниями, совпада- 

«р ющими со сторонами многоугольника. А потому площадь мно- 
Тр гоуголъника, в который можно вписать окружность, вычис- 
1* ляется по формуле, аналогичной соответствующей формуле 
А* для треугольника: 8 = р г> где г — радиус вписанной в этот 
дг*1 многоугольник окружности, а р — его полупериметр. 
чга

2) Центр описанной вокруг многоугольника окружно­
сти — точка, равноудалённая от всех его вершин, — лежит 
на пересечении серединных перпедикуляров к сторонам это­
го многоугольника.

Надо отметить, что в элементарной математике самый рас­
пространённый многоугольник — это выпуклый четырёхуголь­
ник. Сформулируем две важнейшие теоремы для произвольного 
выпуклого четырёхугольника, вписанного в окружность или опи­
санного вокруг неё, при доказательстве которых используются 
приведённые ранее свойства окружностей.

Теорема 1. Вокруг четырёхугольника 
можно описать окружность тогда и 
только тогда, когда сумма его противо­
положных углов равна 180°.
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|
I

Теорема 2. В выпуклый четырёхуго­
льник можно вписать окружность 
тогда и только тогда, когда суммы 
длин его противополож ных сторон 
равны: а + Ъ = с 4- д.

Доказательство этих известных из школьного курса планимет­
рии теорем не является, как мы уже не раз говорили, целью пред­
лагаемого пособия. Эти доказательства можно найти, например, в 
учебниках [1-9] и в многочисленных пособиях. А вот применение 
этих теорем при решении задач — тема настоящего параграфа.

Пример 1. Четырёхугольник АВСВ  вписан в окружность, 
при этом А В : ВС =7з, АВС = 30°. Найти величину угла АВВ.

Решение. В треугольнике АСВ величина 
угла АВС  равна 150° (теорема 1), а 
/Л С В  = /А В В  (т.е искомому, как вписан­
ные, опирающиеся на дугу А В ). Обозначив 
через х  длину стороны СВ, получим 
АВ = хл/3. По теореме косинусов: АС2 = х 2 4-

/  7 з Л

Зх2 -  2л/3*2 • То есть АС=х-^7.

Применив затем теорему синусов, полу-
х4ч  хл/З

чим: зт150° з т  АСВ
. Откуда з т АСВ =

л/З л/21
2л/7 14

При этом

угол АСИ — острый, поэтому его величина равнаагс8т 

вет: а г с з ш Г ^

721/
4 4 От-

Задача 1 (МГУ, геопог.ф-т, 2003). Окружность пересекает сто­
роны угла ВАС в точках В, А, М и С, точка N  находится между 
А и В, точка М  — между А и С. Величины углов АСВ и ВМС 
равны п/3 и тг/4 соответственно, ВА=2МА. Чему равна вели­
чина угла ВАС?



3.2. Окружности и многоугольники 143

2л
Решение. 1) /.ВЫ М =—  (обоснуйте

О

самостоятельно).
2) Обозначив АЫМВ=<р, получим

/.И ВМ  = ̂ ~Ф •
МЫ

3) По тео рем е си н усов  из АЫВМ: ——  = --------  г, или81Пф (п )
ЗЩ з -ф I

2-МЛГ МЫ г
—̂ — = 7з---------1------  Отсюда 8тф = л/Зсо8ф-8тф, т. е.

2 СОЗф — ̂  81Пф
л/3

* * * = т
4) Искомый угол ВАС есть угол между двумя пересекающимися 

секущими, который, как известно, измеряется полуразностью дуг
окружности, заключённых внутри него: /.ВАС = — (иВС-иМЛО =

2
к (к Л л/3 к

/В М С -/Ы В М  = “7-1 "Г-ф =агс1^-— Здесь также учтено, 
4 уо у 2 12

что длина дуги окружности в два раза больше величины вписан-
л/3 к

ного угла, на эту дугу опирающегося. Ответ: агс!#— - — .
2  12

Из теорем 1 и 2 легко следуют свойства, которые приобретают 
при взаимодействии с окружностями четырёхугольники специа­
льного вида — параллелограммы и трапеции:

1. Параллелограмм, описанный вокруг окружности, явля­
ется ромбом. В любой ромб можно вписать окружность.

2. Параллелограмм , вписанный в окружность, является 
прямоугольником. Вокруг любого прямоугольника всегда мож-

I -  но описать окружность.
3. Трапеция, вписанная в окружность, является равнобед­

ренной. Вокруг любой равнобедренной трапеции всегда мож­
но описать окружность.

4. В трапеции, описанной около окружности, полусумма 
длин её боковых сторон равна длине средней линии трапе­
ции, а высота этой трапеции равна диаметру вписанной в 
неё окружности.
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Эти геометрические факты, безусловно, нужно хорошо знать 
и, при необходимости, уметь быстро выводить из соответствую­
щих теорем.

Пример 2. Длины боковых сторон трапеции равны 6 и 10. И з-:
| вестно, что в трапецию можно вписать окружность. Средняя л и -;
; ния трапеции делит ее на две части, отношение площадей кото-;
; рых равно 5:11. Найти длины оснований трапеции.

Решение. Так как в трапецию можно вписать окружность, сум­
ма длин её оснований равна сумме длин боковых сторон, т.е. 16. 
Тогда длина средней линии трапеции равна 8. Средняя линия де­
лит трапецию на две другие трапеции с равными высотами, следо­
вательно, отношение их площадей равно отношению соответству­
ющих сумм длин оснований каждой из них.

Обозначив через х  длину меньшего основания заданной в усло­
вии трапеции, получим, что длина её большего основания равна 
(16 -  х), а отношение площадей вновь образованных двух трапе- 

8+х 5
ций равно  ̂ ~----г — ТТ* Откуда х = 2. Соответственно длина бо-8+(16-х) 11
лынего основания исходной трапеции равна 14. Ответ: 2; 14.

Пример 3. Середины сторон выпуклого четырёхугольника АВСИ \ 
\ принадлежат одной окружности. Найти её радиус, если отрезки,; 
; соединяющие середины противоположных сторон четырёхуголь-; 
; ника взаимно перпендикулярны, а длина отрезка АС равна 2.

Решение. Четырёхугольник, вершины которого являются сере­
динами сторон АВСВ, — параллелограмм (необходимо обосновать), 
вписанный по условию в окружность, т.е. прямоугольник. Его диа­
гонали взаимно перпендикулярны, значит, это ромб, а точнее — 
квадрат, длина стороны которого равна половине длины АС (необ­
ходимо также обосновать), т.е. равна 1. Но тогда диагональ квадра­
та равна л/2, а искомый радиус равен половине этой диагонали.

Ответ: ̂ ^ 2 .
Отметим особо, что каждая из теорем 1 и 2 формулируется как в 

прямую, так и в обратную стороны. С одной стороны, эти теоремы 
фиксируют свойства вписанного и описанного четырёхугольников, а 
с другой, и это не менее важно, — позволяют по наличию в четырёху­
гольнике одного из сформулированных выше свойств «увидеть» 
окружность, которая, как мы уже не раз убеждались, сама по себе яв­
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ляется мощным инструментом, позволяющим переносить информа­
цию от одного элемента геометрической конструкции к другому.

Пример 4. В треугольнике АВС точка В  принадлежит стороне | 
| АВ, точка Е — стороне ВС. При этом /В В Е  = /АС В, а величина; 
I угла АВС равна среднему арифметическому величин углов ВАС \ 
| и ВЕС. Найти отношение ВЕ  : АС, если угол АВС в три раза мень-1 
|ше угла АВС.

Решение. 1) АВВЕ ~ АСВА (по двум углам, в/\
один из которых — общий, а другие равны по / \  Е
условию). Определим коэффициент к этого по- / . ' ' х
добия. к / /

2) /А В Е  = 180°- / .В В Е (смежныеуглы), '
/В В Е  = /А С В  (по условию) => вокруг че- К----------
тырёхугольника АВЕС  можно описать
окружность (теорема 1) => /В А С +/В Е С  =
= 180°(теорема 1) => /А В С  = 90° (из уело- 'х  
вия) => /Л Е С -90° (вписанные углы, опи­
рающиеся на дугу АС, равны). Таким образом, получается, что 
АЕ  и СВ — высоты в ААВС => к=соз/АВС  (необходимо обосно­
вание).

3) /А В С  =/А В С / 3  = 30° (по условию /А ВС  в три раза меньше 

ААОС)^>ВЕ :АС = к =соз30° Ответ:л% .

Пример 5. В выпуклом четырёхугольнике АВСВ длины сто-1 
; рон АВ, ВС, СВ и ВА  соответственно равны 1, 8, 14 и 7. Биссект-1 
| рисы углов АВС и ВС В  пересекаются в точке О. Найти расстоя-; 
| ние от этой точки до стороны АВ, если площадь треугольника; 
| ВОС равно 20.

Решение. Обратим внимание на то, 
что 1 + 14 = 7 + 8, а это значит, в че­
тырёхугольник АВСВ  можно вписать 
окружность (теорема 2). Центр этой 
окружности лежит на пересечении бис­
сектрис всех его внутренних углов. Точ­
ка О, заданная в условии, лежит на пе­
ресечении двух из них. Поэтому именно 
точка О является центром этой окруж­
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ности. Искомое расстояние при этом будет радиусом вписанной 
окружности, который, в свою очередь, является высотой в АБОС. 
Зная площадь этого треугольника и длину его основания БС, лег-

2-20
ко найти к = —г— = 5. Ответ: 5.

о

Задача 2 (МГУ, географии, ф-т, 1999). В треугольнике АБС биссек­
триса АО угла А и биссектриса ВЬ угла В пересекаются в точке Б. 
Величина угла ЬРА равна 60°. 1) Найти величину угла АСБ.
2) Вычислить площадь треугольника АБС, если /.СЬБ = 45° и 
АБ = 2.

Решение. 1) Учитывая, что Р — точка пе­
ресечения биссектрис ААБС, можно найти 
связь между углами АРВ л АСВ (см. § 1.4):
ААСВ = 180° -  2( /.РАВ+ /.РВА ) =
= 180° - 2 АЬРА = 60°.

2) Для определения площади в ААВС 
необходимо найти ещё один элемент, 
т.к. сторона и один из его углов уже изве­
стны. Если обратить внимание на то, что
/.ЬРВ+/.ЬСВ = 180°, то по теореме 1 вокруг четырёхугольника 
ЬРВС  можно описать окруж н ость . С ледовательно, 
АРББ = АРСБ = 30°(обоснуйте самостоятельно). Но тогда, с 
учётом условия задачи, АСЬВ = 75°, а потому /.ЬВС=45°. Учиты­
вая, что ЬВ — биссектриса ААВС, получаем: ААВС — прямоуголь-

2 1 2  
ный, у которого БС = 2с1^60° = а площадь БАВС -~ А В -В С  = ~^.

2
Ответ: 1) 60 ; 2 ) ^ .

В последних двух примерах и задаче 2 по некоторым призна­
кам, следующим из теорем 1 и 2, нам удалось догадаться о суще­
ствовании окружности, проходящей через определённые точки, 
заданные в условии задачи, и тем самым установить дополните­
льные связи между её геометрическими элементами. Однако не­
явное присутствие окружности можно обнаружить и обосновать 
не только с помощью этих теорем. Использование теоремы о впи­
санном угле и её следствий также может дать аналогичный резу­
льтат.
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Действительно, достаточно распространённой в задачах с 
многоугольниками бывает ситуация, когда в результате анали­
за удаётся выявить два различных треугольника с общим осно­
ванием и равными углами при вершинах, противолежащих это­
му основанию. В этом случае можно показать, что вершины рав­
ных углов будут принадлежать либо общей окружности, опи­
санной вокруг рассматриваемых треугольников (если эти вер­
шины лежат по одну сторону от основания), либо двум симмет­
ричным относительно общего основания треугольников окруж­
ностям, каждая из которых описана вокруг соответствующего 
треугольника. Последнее реализуется, когда вершины треуго­
льников с равными углами лежат по разные стороны от их об­
щего основания.

Приведённый факт можно представить в виде следующего 
утверждения.

Вершины равных углов, опираю­
щихся на один отрезок, лежат на 
дуге окружности, хордой которой 
он является, либо на симметрич­
ной относительно этой хорды дуге 
окружности того же радиуса.

Проведём его доказательство в первом случае.
Для этого опишем вокруг одного из треугольников АВХС 

окружность и предположим, что вершина В2 другого треуголь­
ника АВ2С не принадлежит этой окружности. Пусть, например, 
В2 лежит вне образованного круга. Тогда, обозначив точку пере­
сечения окружности со стороной АВ2 через Б 3, получим, что 
ААВ3С = ААВ1С (как вписанные, опираю- в 2
щ иеся на дугу АС ), ААВХС = ААВ2С (по
условию) и ААВгС = ААВ2С+АВ2СВг (т.к. 
внешний угол в АВ3В2С равен сумме двух 
внутренних, не смежных с ним). В итоге, 
получаем АВ2СВ2 =0, откуда следует, что 
точки В2 и В3 совпадают, т.е. В2 принадле­
жит окружности.
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Случай, когда В 2 лежит внутри окружности, описанной во­
круг ААВгСу рассматривается абсолютно аналогично (прямую 
А В 2 нужно при этом продолжить до пересечения с окружно­
стью).

При обосновании данного утверждения для случая, когда точки 
Б 1 и  В 2 лежат по разные стороны от АС, необходимо, описав 
окружность вокруг ААВХСУ построить симметричную ей окруж­
ность относительно прямой АС. Все точки, принадлежащие дуге 
этой окружности и лежащие с другой стороны от АС относительно 
В1, являются вершинами углов, опирающихся на АС и равных (в
силу симметрии) углу АВгС. А  значит, точка В2 должна находить­
ся среди них (обоснование, аналогичное изложенному выше, про­
ведите самостоятельно).

Пример 6. В треугольнике АВС на стороне АВ взята точка О, | 
I на стороне ВС — точка Е так, что АВОС = 60°, а ААЕС = 120°.; 
| Определить величину угла ВСБ, если ВАЕ = 21°.

Реш ение. П онятно, что угол АБС , как  
смежный к углу ВБС, равен 120°. Но тогда 
лежащие по одну сторону от отрезка АС вер­
шины О и Е равных углов, опирающихся на 
этот отрезок, принадлежат дуге окружности, 
проходящей также через точки А и С. Теперь 
получается, что точки А и С являются верши­
нами вписанных углов, опирающихся на ду­
гу ОЕ этой окружности. Значит, эти углы 
равны.

Задача 3 (МГУ, социологии, ф-т, 1999). В выпуклом четырёхуголь­
нике АВС О проведены диагонали АС и ВБ. При этом оказалось, 
что АВАС = АВОС, а площадь круга, описанного около треуголь- 

25л
ника ВБС равна —— .

а) Найдите радиус окружности, описанной около треугольника АВС.
б) Зная, что ВС = 3, АС = 4, АВАО = 90°, найдите площадь че­
тырёхугольника АВСО.
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Решение. Все предпосылки для применения 
утверждения о равных углах, опирающихся 
на один отрезок, в задаче заданы. Из этого 
утверждения следует, что либо вершина А при­
н адлеж ит окруж н ости , описанной около 
АВВС, либо симметричной ей окружности от­
носительно прямой ВС. Однако в силу выпук­
лости четырёхугольника АВСВ (напомним, 
это означает, что вся фигура должна полно­
стью лежать в одной полуплоскости относите­
льно любой из прямых, содержащих стороны 
АВСВ) вершины А и В обязаны находиться строго по одну сто­
рону относительно прямой ВС. Поэтому для решения первой 
части задачи достаточно определить радиус круга, описанного 
около АВВС, площадь которого равна 8=пЕ2 =25л / 4 .  Откуда 
сразу Е = 5/2.

Вторая часть задачи представляет из себя обычный расчёт 
треугольников. Действительно, после вычисления радиуса 
описанной окружности в ААВС оказываются заданными три 
элемента. Найдём длину стороны АВ. Для этого обозначим 
угол ВСА через ср. Тогда по теореме синусов АВ = бзикр, а по тео-
реме косинусов (бзтср)2 = З2 + 42 -2-3-4-созф. О ткуда либо 
созф =0 и ф = 90° (что невозможно, т.к. в прямоугольном ААВВ 
угол АВВ также равен ф, как вписанный, опирающийся на ду­
гу АВ, а потому ф<90°), либо созф =24/25 . Соответственно 
81Пф = 7 /2 5  и АВ = 7 / 5. Кроме того, в прямоугольном ААВВ: 
ВВ = 2В = 5, АВ = ВВсозф = 2 4 /б  и его п л о щ ад ь  равн а  

1 7 2 4 8 4  
5 "25*

Учитывая, что АВВС также является прямоугольным (т.к. 
ВВ — диаметр описанной окружности), используя теорему Пифа­
гора, легко получить: ВС = 4 и 8ВСВ =6.

Искомая площадь, как сумма найденных площадей треуголь- 
84 234 5 234

8 а в о ~  2  5
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Задача 4 (МГУ, физич. ф-т, 1991). В треугольнике АВС угол С ту­
пой, Л — точка пересечения прямой ЛВ, перпендикулярной к 
АВ, и прямой ЛС, перпендикулярной к АС. Высота треугольни­
ка АОС, проведённая из вершины С, пересекает АВ в точке М. 
Известно, что А М  = а, М В = Ь. Найти АС.

Решение. Интересно, что в этой задаче 
можно «увидеть» целых две окружности: 
одна проходит через точки Л, В, М  и Н  
(основание высоты ДАОС, проведенной из 
вершины С) и имеет диаметр ЛМ; другая 
проходит через точки А, С, В и Л и имеет 
диаметр АЛ (обоснуйте эти выводы само­
стоятельно).

Нам, однако, потребуется только вто­
р ая  о к р у ж н о сть . И менно в ней 
/А Б С  =/АВС. Кроме того, в прямоуголь­
ном ДАОС: СН — высота, а потому ААСН = АЛИС (обоснуйте са­
мостоятельно) .

В результате, мы получили хорошо известную в теории подобия 
конфигурацию, когда треугольники (в нашем случае это АВС и 
АМС) имеют общий угол и ещё по одному равному углу (соответст­
венно /А В С  и /М С А). Из подобия этих треугольников сразу сле-

АС аЛ-Ь I--------
дует:---- = ——. Ответ: ^(а+Ъ).а лС

Стоит напомнить ещё один геометрический факт, рассмот­
ренный нами в §1.4, также позволяющий нарисовать окруж­
ность в ситуации, когда её первоначально не видно. Он звучит 
так.

Биссектриса угла С треугольника АВС пересекается с се­
рединным перпендикуляром к противолежащей стороне в 
точке Л, которая принадлежит окружности, описанной во­
круг АВС.

Проиллюстрируем этот факт на примере следующей задачи.
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Задача 5 (МГУ, мех-мат, 1999). Диагонали выпуклого четырёху­
гольника ЛВСБ пересекаются в точке Е , длины сторон АБ и АБ 
равны, СА — биссектриса угла БСБ, ^БА Б = 140°, АВЕА = 110°. 
Определить величину угла С ВВ.

Решение. Так как АБ = АБ, то точка А ле­
жит на серединном перпендикуляре к от­
резку Б Б . Кроме того (по условию) СА — 
биссектриса угла БСБ. Следовательно, точ­
ка А (результат пересечения биссектрисы 
угла С с серединным перпендикуляром к 
ББ) принадлежит окружности, описанной 
вокруг АБСБ.

Д алее , АВСВ=40°, АЕСВ = 20°, АСЕВ = 
= 110°, АСВВ = 50° (проведите обоснование 
и выкладки самостоятельно). Ответ: 50°.

Единственное, что необходимо подчеркнуть ещё раз, — при 
решении задачи 5 обоснование использованного геометрическо­
го факта должно быть приведено полностью. И если вы не може­
те этого сделать самостоятельно, рекомендуем ещё раз прочи­
тать §1.4.

Итак, на примере достаточно большого количества задач нами 
был исследован приём «визуализации» окружности в задачах с 
многоугольниками. Мы увидели, как знание свойств окружно­
сти, сформулированных в теоремах 1 и 2, а также в некоторых 
специальных геометрических утверждениях и фактах, даёт воз­
можность исследователю «почувствовать» присутствие окруж­
ности даже тогда, когда она в задаче явно не задана, а затем, сде­
лав соответствующее дополнительное построение и обоснование, 
существенным образом ускорить процесс решения.
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Задачи для самостоятельного решения
1. Четырёхугольник АВСВ  вписан в окружность, при этом 

АВ =ВС = 1, АВС — 120°, АШ) = 3 ВВС . Найти АВ.
2. В треугольнике АВС на стороне АВ взята точка В , на стороне 

ВС — точка Е так, что ВВС + АЕС = 180°. Отрезки АЕ и ВС пе­
ресекаются в точке О. При этом А В  : ЕС = 1 : 2 ,  ВО : ОС = 2 : 5 ,  
АС = 7. Найти ВЕ.

3 . (МГУ, ф-т почвовед., 1996). Во вписанном в окружность че- 
тырёхугольнике КЬМЫ: КЬ = 2, ЬМ  = 3, АКЬМ  = 120°, а диаго­
наль является отрезком биссектрисы угла КЬМ. Найдите дли­
ну этой диагонали.

4. (МГУ, географ, ф-т, 1995). Вокруг четырёхугольника АВСН с вза­
имно перпендикулярными диагоналями АС и ВВ  описана окруж­
ность радиуса 2. Найти длину стороны СН, если АВ = 3.

5 (МГУ, физич. ф-т, 1999). Трапеция КЬМЫ (ЬМ || КЫ) вписана в 
окружность, а другая окружность вписана в эту трапецию, Ь М : КЫ

2л/3
= 1 : 3 ,  площадь трапеции равна —г—. Найти высоту трапеции.

о
6 (МГУ, геолог, ф-т, 2000). В трапецию с верхним основанием 5 и бо­

ковой стороной 6 можно вписать окружность и около неё можно 
описать другую окружность. Вычислить площадь пятиугольни­
ка, образованного радиусами вписанной окружности, перпенди­
кулярными боковым сторонам трапеции, ее нижним основанием 
и соответствующими отрезками боковых сторон.

7 (МГУ, филологич. ф-т, 1987). Медианы АМ  и ВЕ треугольника 
АВС пересекаются в точке О. Точки О, М , Е , С лежат на одной 
окружности. Найти АВ, если ВЕ = АМ  = 3.

8 (МГУ, геолог, ф-т, 1974). Дан треугольник АВС. Из вершины А 
проведена медиана АМ, а из вершины В — медиана ВР. Известно, 
что угол АР В равен углу ВМА, косинус угла АСВ равен 0,8 и 
ВР = 1. Найти площадь треугольника АВС.

9 (МГУ, мех-мат, 2003). В треугольнике АВС с углом АВ = 50 ° и сто­
роной ВС = 3 на высоте ВН  взята такая точка В, что ААВС = 130° и 
А В  = л/З. Найти угол между прямыми А В  и ВС, а также АСВН.

10 (МГУ, мех-мат, 2004, устн. экз.). В треугольнике АВС биссектри- 
сы пересекаются в точке О. Прямая АО пересекается с окружно­
стью, описанной около треугольника ОВС, в точках О и М. Найти 
ОМ, если ВС = 2, а угол А равен 30°.



§ 3 .3. ЗАДАЧИ, В КОТОРЫХ ПРИСУТСТВУЮТ 
НЕСКОЛЬКО ОКРУЖНОСТЕЙ

Разберёмся теперь в специфике задач, в которых присутствуют 
несколько окружностей.

1. Касание двух окружностей

Это наиболее распространённый случай взаимного расположе­
ния двух окружностей. При решении таких задач необходимо 
учитывать следующее:

1. Касание окружностей бывает двух видов — внутреннее 
и внешнее. Если через точку касания провести общую каса­
тельную к каждой из этих окружностей, то относительно 
этой прямой окружности будут располагаться либо обе с од­
ной стороны (в случае внутреннего касания), либо соответст­
венно с разных сторон. Неучёт этого обстоятельства и рас­
смотрение только одного из двух возможных случаев каса­
ния часто является причиной неполного решения поставлен­
ной задачи.

2. Точка касания двух окружностей (как внутреннего, так и 
внешнего) лежит на линии центров этих окружностей. Это 
важно, т.к. зная расположение на плоскости любых двух из 
этих точек, мы можем сузить круг поиска положения третьей.

3. Общая касательная к двум окружностям, проведённая 
через точку их взаимного касания, перпендикулярна линии 
центров этих окружностей.

4. Расстояние между центрами двух окружностей в слу­
чае внешнего касания равно сумме их радиусов. В случае 
внутреннего касания это расстояние равно модулю разно­
сти радиусов окружностей.

Приведём несколько примеров.

Пример 1. Через точку М  окружности радиуса В с центром О 
проведены две другие окружности, касающиеся исходной: од­
на — с центром в точке Ох радиуса 1, другая — с центром в точке
0 2. Определить если 0 Х0 2 = 3, а 0 0 2 = 5.
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Решение. Из условия касания каждой 
из двух заданных окружностей с окруж­
ностью радиуса Е  следует, что и точка Ог,
и точка 0 2 лежат на прямой ОМ . Однако 
в условии не сказано, каким является это 
касание — внешним или внутренним.
Поэтому задача решающего — рассмотреть все возможные вариан­
ты взаимного расположения всех трёх окружностей (а соответствен­
но и точек О, М, Ог ,02 на прямой ОМ) друг относительно друга. То­
лько тогда решение будет полным.

Проведём его для случая, когда окружность с центром Ог касает­
ся окружности радиуса Е  внутренним образом, а окружность с 
центром О2— соответственно внешним образом. В этом случае 
0 г0 2 = 0 1М +М 02, или (с учётом условия) 3=1+М 02, М 0 2 =2. В 
результате Е =ОМ - 0 0 2 - М 0 2 =3.

Другие случаи взаимного расположения точек О, М, Ог ,02 на
прямой ОМ  проанализируйте сам остоятельно. Советуем 
учесть, что отрезок 0 0 2 строится однозначно. Затем можно по­
строить точку Ог (два варианта: на отрезке 0 0 2 или на его про­
должении). А уже после этого смотрите, где может находиться 
точка М.

Ответ: 3; 7; 1; 9.

Пример 2. Две окружности с центрами Ох и 0 2, касающиеся 
| друг друга внешним образом в точке С, расположены внутри тре- 
| тьей и касаются с ней внутренним образом в точках А и В соответ- 
| ственно. Определить радиус третьей окружности, если АВ  =>/2, 
| ААОхС = 140°, АСО.В = 130°.

Решение. Из условия внешнего касания 
первых двух окружностей следует, что точ­
ки 0 19 С и О2лежат на одной прямой. Из 
условия внутреннего касания каждой из 
этих окружностей с третьей окружностью 
следует, что центр 0 3третьей окружности 
одновременно принадлежит двум прямым 
АОх и В 0 2, т.е. является их точкой пересе­
чения. Заметим далее, что сумма двух уг-
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ловОзС^ОзиОзОзО^как смежных к заданным) равна 90°, а пото­
му прямые АОги В 0 2— взаимно перпендикулярны. Учитывая,
что 0 3А=ОгВ=Е, задача далее сводится к вычислению катета в 
равнобедренном прямоугольном треугольнике А 0 3В с извест­
ной гипотенузой АВ: 2К 2 = А Б2, т. е. К = 1.

Ответ: 1.

Задача 1 (МГУ, ф-т почвовед., 2003). В окружность радиуса 2 впи­
сан угол ЯРЕ так, что РК — диаметр окружности. В угол ЯРЕ 
вписана ещё одна окружность радиуса 3/4 так, что она касается 
большей окружности внутренним образом. Найти величину уг­
ла ЯРЕ.

Решение. Обозначим через О центр 
окруж н ости  радиуса 2, через Ог — 
центр окружности, вписанной в угол 
ЯРЕ, а через М и Я  точки её касания со­
ответственно с внешней окружностью, а 
также с диаметром РЕ. Из условия 
внутреннего касания окружностей сле- 

3 5
дует: 0 0 1 = 2 - -  = - .  Но тогда, учитывая, 4 4

что ОлН  = ~, по теореме Пифагора из прямоугольного АОО. Н  по- 4
лучим: ОН = 1. Для определения искомого угла ЯРЕ заметим, 
что центр Ох лежит на биссектрисе этого угла, половину которо­
го можно определить из прямоугольного треугольника РОхН. В 
этом треугольнике катет РН = РО±ОН = 2±1 (именно ±, а не +, 
как можно было бы подумать, исходя из рисунка, т.к. сущест­
вует случай, когда точка Н  находится между точками Р и О ) .

ОгН  з / 4
Следовательно, 1&/.01РН=  = ол_. . И скомый угол равенРН 2+1
2а.го,\,%А01РН .

1 3
Ответ: 2агс1§- или 2агс1&-.4 тс

После рассмотрения этих примеров продолжим наше исследо­
вание.
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5. У касающихся друг друга внеш­
ним образом окружностей сущест­
вуют две общие касательные АВ  и 
МС (рассмотрение только одной из 
двух возможных конфигураций мо­
жет являться причиной неполного 
решения).

Точка пересечения М  этих касательных является цент­
ром окружности, описанной вокруг прямоугольного треуголь­
ника, вершинами которого являются точки касания ( точки 
С, А  и В). Точка М  также является вершиной прямоугольно­
го треугольника, гипотенуза которого 
диняющий центры окружностей.

отрезок 0 Х0 2У сое-

Действительно, т.к. МА  = МС и МС = М В , то М  — середина ги­
потенузы прямоугольного ААВС.

Кроме того, из равенства прямоугольных треугольников АМОг и
СМОг следует равенство соответствующих углов /А М О х = АСМОх, 
а потому ОхМ  и 0 2М(доказывается аналогично) являются биссект­
рисами смежных углов АМС и СМВ, следовательно, они перпенди­
кулярны.

6. В случае, когда общая касатель­
ная к двум касающимся внешним об­
разом окружностям не проходит через 
точку их касания, отрезок общей ка­
сательной двух касающихся окруж­
ностей есть среднее геометрическое 
между диаметрами этих окружно­
стей.

Рассмотрим подробнее этот полезный для будущего геометриче­
ский результат. Дело в том, что когда к двум касающимся внеш­
ним образом окружностям (обозначим их центры через 0 1 и 0 2, а 
радиусы соответственно через г и К) проведена общая касательная
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АВ (А и В — точки касания каждой из рассматриваемых окружно­
стей с этой прямой), то распространённым является следующее 
дополнительное построение: соединить центры окружностей с со­
ответствующими им точками касания и провести через центр Ох 
окружности меньшего радиуса прямую 0 1Н, параллельную АВ, В
результате образуется прямоугольник АОхНВ  и прямоугольный 
треугольник 0 1Н 0 2 с известными гипотенузой, равной сумме ра­
диусов окружностей В + г, и катетом 0 2Н , равным разности этих
радиусов В -  г (обоснуйте самостоятельно). Второй катет этого 
тр еугольн и ка легко посчитать по теореме П иф агора: 
(В+г)2 = (В -г)2 +01Н 2. Его длина как раз и будет искомым рассто­
янием между точками касания окружностей с прямой АВ: 
0 1Я=АВ=2л/йг = л/2Д-2г.

Отметим, что построение характеристического треугольника 
0 гН 0 2 полезно ещё и тем, что один из его острых углов является 
углом между линией центров окружностей и проведённой к ним 
общей касательной. Этот угол в задачах часто бывает востребо­
ванным. Именно поэтому, как мы увидим далее, это дополните­
льное построение проводят не только в случае касающихся 
окружностей.

Задача 2. Две окружности, касающиеся друг друга внеш­
ним образом, расположены внутри третьей и касаются с ней 
внутренним образом. Общей касательной к этим двум окруж­
ностям является диаметр третьей окружности, причём точка 
касания одной из них совпадает с центром третьей окружно­
сти, радиус которой равен 1. Найти радиусы первых двух 
окружностей.

Решение. Обозначим через 0 3 центр третьей окружности. По 
условию задачи эта точка является точкой касания одной из за­
данных окружностей (обозначим её центр через Ог) с диаметром 
АВ  третьей окружности.

Учитывая при этом, что центры Ох и 0 3 лежат на одной прямой 
с точкой С касания этих двух окружностей, получим, что 0 3С —
диаметр окружности с центром 0 1, который совпадает с радиу-

0 3С 1
сом третьей окружности, а потому радиус ОхОг = 01С = —— = —.

Са А
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Чтобы вычислить радиус г окружно­
сти с центром 0 2, надо сначала опреде­
лить месторасположение этого центра. 
И здесь возможны два варианта:

1) диаметр АВ, являясь общей каса­
тельной к первым двум окружностям, 
проходит через точку их касания 0 3, т.

1
е. радиус 0 20 3 = — (окружности симмет-

Са

ричны относительно АВ);
2) первые две окружности касаются 

АВ  в двух различных точках 0 3 и Р. 
Тогда, как мы уже знаем, расстояние

О .Р - 2 ^ . Связующим уравнением для

определения г является теорема Пифа­
гора для прямоугольного треугольника
0 2Р 0 3, гипотенуза которого равна разности радиусов третьей 
окружности и окружности с центром 0 2 (в силу их внутреннего ка-

/  \ 2 1
сания): (1-г)2 = г2 +

, 24
Отсюда получаем г = - .

Ответ: а )1/2;1/2; б )1/4 ;1 /2 .

7. Е сли через т очку касания  
двух окружностей под углом к ли­
нии их центров провести прямую, 
то образованные при этом хорды 
окружностей становятся основа­
ниями двух подобных равнобедрен­
ных треугольников с вершинами в 
центрах этих окружностей и ко­
эффициентом подобия, равным отно­
шению длин их радиусов.

В результате на рисунке появляются 
две параллельные прямые, а это, в свою 
очередь, может быть источником инте­
ресного геометрического продолжения.
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Этот геометрический факт реализуется как для случая внутрен­
него, так и для случая внешнего касания окружностей. Обоснова­
ние его не представляет никакой сложности.

Задача 3. Две окружности радиусов Б и г (Б > г) внутренне ка­
саются в точке А. Через точку Б, лежащую на большей окружно­
сти, проведена прямая, касающаяся меньшей окружности в точ­
ке С. Найти АБ, если ВС = а .

Решение. Соединим точки А и Б, обозна­
чив через М  вторую точку пересечения от­
резка АБ с внутренней окружностью. Тог­
да к этой геометрической конструкции 
можно применить теорему о касательной и 
секущей: ВС2 = БА • ВМ. Заметив, чтоБАи 
МА являются хордами двух окружностей, 
принадлежащими общей секущей, прохо­
дящей через точку внутреннего касания 
этих окружностей, несложно догадаться,
что длину ВМ  можно выразить через БА и радиусы окружностей.

БА В К -г
Действительно, т.к. "ттт = — и БА = БМ+МА, то ВМ  = —— ВА.МА г К
Подставив это выражение для ВМ  в теорему о секущей и касате-

В -г
лыюй, получим а = —=—БА , отсюда А Б=а

В
В 7 " \В - г

Заметим, что из точки В можно провести ещё одну касательную 
к меньшей окружности, но она тоже будет иметь длину а, поэтому 
результат не изменится. ____

Ответ: а
В 

В - г *
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2. Пересечение двух окружностей

Рассмотрим теперь отличительные особенности геометриче­
ской конструкции, состоящей из двух пересекающихся окруж­
ностей.

Линия центров этих окружно­
стей является их общей осью сим­
метрии, а потому точки пересече­
ния будут симметричны относи­
тельно этой прямой.

Следовательно, общая хорда 
двух пересекающихся окружностей есть отрезок, перпенди­
кулярный линии центров этих окружностей, который де­
лится этой линией пополам.

У этой конструкции есть определяющие элементы. Это ра­
диусы окружностей, расстояние между их центрами, а так­
же длина общей хорды. Знание любых трёх из них даёт воз­
можность вычислить все остальные её геометрические харак­
теристики.

Действительно, ведь радиусы окружностей и расстояние между 
центрами будут сторонами треугольника, высота которого будет 
половиной их общей хорды.

Учитывая, что случай касания окружностей есть лишь част­
ный случай их пересечения (когда точки пересечения совпада­
ют), многое из того, что мы уже рассмотрели в предыдущем 
пункте, применимо и к приведённым ниже задачам. Пока­
жем это.
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Пример 3. Общая хорда двух пересекающихся окружностей 
I видна из их центров под углами 90° и 60°. Найти угол между 
| общей касательной, проведённой к этим окружностям и ли- 
; нией их центров, если расстояние между этими центрами рав- 
: но л/3+1.

Решение. Искомый угол удоб­
но определить из характеристи­
ческого треугольника, который 
строится точно так же, как и в 
случае касания окружностей.
Гипотенузой в этом треугольни­
ке будет отрезок, соединяющий 
центры окружностей, а катет, лежащий напротив искомого уг­
ла, равен разности радиусов этих окружностей. Поэтому для 
вычисления синуса этого угла необходимо сначала определить 
сами радиусы.

Обозначим больший из них че­
рез К, а центр соответствующей 
ему окружности через Ох, мень­
ший -  через г, а центр через 0 2.
Выразив дважды длину общей 
хорды МЫ из равнобедренных 
треугольников 0 1МЫ и 0 2МЫ с 
известными углами при верши­
нах, получим: МЫ =К = г42. Дли­
на 0 Х0 2 в этом случае будет суммой высот этих треугольников:

к 4 з  г42 г—
0 ,0 ,= — +—  = >/8+1.

В итоге отсюда получаем К = 2, г = 42 (недостающие выкладки 
проведите самостоятельно), и поэтому синус искомого угла ра-

2-42  2-42  
вен Ответ: агсзт-

1+л/З* I- I— •1+л/З
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Задача 4. Даны две окружности радиусов 5 и 6, расстояние 
между соответствующими центрами и 0 2 которых равно 10. 
Из точки С, принадлежащей второй окружности проведена к 
ней касательная, пересекающая первую окружность в точках А 
и В так, что АВ = 2ВС. Найти АВ.

Решение. Задача эта интересна в первую очередь тем, что её 
формулировка допускает два различных случая расположения 
точки С на второй окружности и эту альтернативность условия на­
до учиться предусматривать.

1 случай. Точка С находится между 
точками А и Б. Тогда из условия зада­
чи следует, что АС = БС, т.е. точка С -  
есть основание перпендикуляра, опу­
щенного на АБ из точки . Но, т.к. С
есть точка касания АБ со второй 
окружностью, АБ также перпендику­
лярен радиусу 0 2С. Следовательно, 
точки Ог, С и 0 2 лежат на одной прямой, а потому ОгС=0Х0 2 - 0 2С = 
1 0 -6 = 4  Отсюда ВС = 3, АБ = 6 (обоснуйте самостоятельно).

2 случай. Точка С находится вне 
отрезка АБ ( а значит и вне первого 
круга). При этом точка Б находит­
ся между А и С (подумайте поче­
му).

Если опустить из точек 0 1 и 0 2 
перпендикуляры на прямую АБ, 
один из них попадёт в точку каса­
ния С, а другой в середину М  от­
резк а  АБ (сделай те обоснование). Введём неизвестн ы е 
А М  = М В  = ВС = х и 0 1М  = у. Тогда х 2 +у2 =52. Кроме того, если из
точки опустить перпендикуляр Н  на радиус 0 2С, получится 
характеристический прямоугольный треугольник 0 г0 2Н  с изве­
стной гипотенузой 10 и катетами, равными 0 1Н  = МС = 2х и 
0 2Н  = 0 2С-Н С = 6 -у . Теорема Пифагора даёт в этом случае ещё
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одно соотношение между х и у: 4х2+(б- у ) 2 =100. Положитель­
ным решением этой несложной системы уравнений является пара 
чисел х  = •>/21, у -2 .  В итоге: АВ = 2х = 2л/21. Ответ: 6 или2д/21.

Рассматриваемая нами геометрическая конструкция с двумя 
пересекающимися окружностями допускает интересные анало­
гии со случаем, когда окружность только одна.

Если через точки Р и ф пересечения 
двух окружностей провести прямую, 
то для любой точки А  этой прямой, ле­
жащей вне отрезка Р(д, длины отрез­
ков касательных АВ и АС, проведённых 
к этим окружностям равны .

Этот факт является прямым следствием теоремы о касательной 
и секущей (в нашем случае -  общей для двух окружностей): 
А В 2 =АР А(д=АС2. Понятно, что он оказывается полезен при пе­
реносе длин отрезков внутри геометрических фигур.

Если через точки Р и ф пересече­
ния двух окружностей провести 
прямую и из произвольной точки А  
этой прямой, лежащей вне отрезка 
Р($, провести секущие АВг и АВ 2, пе­
ресекающие каждую из окружно­
стей соответственно в точках Сг и
С2, то в результате такого постро­
ения  образую т ся р а вн ы е у гл ы :/Л В ХС2
а а с 2сх =а а в 1в 2.

■ /Л В 2СХ и
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Этот полезный при «перебрасывании углов» факт также яв­
ляется результатом применения теоремы о касательной и секу­
щей (в обобщённой формулировке) к парам секущ их, про­
ведённым из т очки  А  к к а ж д о й  из окр у жн о с те й :  
АВ, АС, =АР АЯ = АВ 2 АС2.

Если переписать эти соотношения в виде
АВ, АВ0

мы полу-АС2 А С ,9
чим подобие треугольников АВ ,В 2 и АС2С, с общим углом А и про­
порциональными сторонами. Как следствие, получается равенст­
во соответствующих углов в этих треугольниках, например,
а а с 2с, = а а в ,в 2.

Если же последнюю пропорцию представить в виде
АВ, АС2
АВ2 А С ,9

то по тем же причинам получится подобие треугольников АВ,С2 и 
А В 2С, , откуда /А В ,С 2 = /.А В 2С,.

Отметим для сравнения, что точно такие 
же свойства мы наблюдали в случае пересе­
чения окружности двумя секущими АВ, и
А В 2, однако их обоснование проводилось со­
всем из других теорем. Обязательно попро­
буйте вспомнить эти обоснования -  это очень 
полезно.

Задача 5 (МГУ, ф-т психологии, 1997). Две окружности касаются 
друг друга внешним образом в точке А. Через точку В на их об­
щей касательной АВ  проведены две прямые, одна из которых 
пересекает первую окружность в точках М  и Ы, а другая -  вто­
рую окружность в точках Р и ^ .  Известно, что АВ = 6, ВМ  = 9, 
ВР = 5. Найти отношение площадей треугольников МЫО и 
РфО, где О — точка пересечения прямых МР  и Ы(}.

Решение. Прежде чем начать решение, необходимо правильно 
расставить точки М  и Ы, а также Р и ^ н а  каждой из окружно­
стей.
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Это можно сделать из простых сооб­
ражений. Дело в том, что длина касате­
льной всегда меньше длины секущей и 
больше внешней части этой секущей, а 
потому отрезки ВМ  и ВС? в задаче будут 
секущими, а ВЫ и ВР -  соответствую­
щими им внешними частями секущих.

При этом, используя теорему о секу­
щей и касательной, несложно посчи­
тать длины отрезков ВЫ = 4, МИ= 5, РС3 = 11/5 (проделайте эту 
процедуру самостоятельно).

Далее, учитывая равенство углов ВМР  и ВЯИ, следующее из 
подобия соответствующих треугольников, а также равенство 
вертикальных углов МОИ и РОЯ, получим, что треугольники 
МИО и РЯО, площади которых сравниваются, являются подоб-

8мт ( М Ы У ( 5 У 625 ,
ными, а потому —-----= - г -  = 7 =7177 (отношение пло-

р̂<№ \  ВЯ ) ^11/ 5 / 1^1
щадей подобных треугольников равно квадрату коэффициента 
их подобия).

Отметим особо, что в качестве обоснования равенства углов 
ВМР  и ВЯИ при решении задачи необходимо проделать дейст­
вия, аналогичные описанным выше для пересекающихся окруж­
ностей (касание окружностей -  это, как мы уже говорили, всего 
лишь частный случай их пересечения).

625
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3. Непересекающиеся окружности

Когда в условии задачи присутствуют непересекающиеся 
окружности, связь между их геометрическими элементами осу­
ществляется чаще всего через прямые, с этими окружностями 
«взаимодействующие» (т.е. пересекающие их или касающиеся), а 
потому в основе анализа таких геометрических конструкций ле­
жат теоремы, использующие понятия касательной и секущей. 
При этом часто бывает, что одна и та же прямая, являясь касате­
льной или секущей для одной из окружностей, одновременно яв­
ляется касательной или секущей для другой окружности. Именно 
это и является связующим соотношением между их различными 
элементами.

Проиллюстрируем 
применение извест­
ных нам свойств на 
примере геометриче­
ской конструкц ии , 
состоящей из двух не- 
п е р е с е к а ю щ и х с я  
окружностей, к кото­
рым проведены две 
внешние и одна внут- а м *с г+у м2
ренняя касательная.
Обозначим через М 19 
Ы19 М 2, Ы2 точки
внешнего касания, через М3, Ы3 точки внутреннего касания, 
точку пересечения внешних касательных -  через А, а точки пере­
сечения внутренней касательной с внешними -  через Б и С. Пере­
числим всё, что может быть полезно при решении задач, в основе 
которых лежит эта конструкция.

1) М 1Ы1 = М 2АГ2 (следует из равенства отрезков касательных, 
проведённых из точки А  к каждой из окружностей).

2) СМ2 =СМ3 = ВЫ3 = ВЫ г . Для обоснования этого факта удобно 
обозначить СМ3 через х, ВЫ3 — через у , а М 3Ы3 — через 2. Тогда 
ВМ г =ВМ3 =г+у (следует равенства отрезков касательных, про­
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ведённых из точки В к меньшей окружности), СЛГ2 =САГ3 = г+х 
(следует из равенства отрезков касательных, проведённых из точ­
ки С к большей окружности), М 1Ы1 = 2+2у= М 2Ы2 =г+2х (пункт
1). В итоге получаем х=у.

3) М 1И 1 =ВС (т.к. ВС = х+г+у=г+2у).
4) Полупериметр р треугольника АВС равен длине касательной 

(обоснуйте самостоятельно). Этот факт нами уже обсуждался
в главе 1 (для треугольника АВС большая окружность является 
вневписанной).

5) Тригонометрические функции половины угла А , образо­
ванного внешними касательными к окружностям, могут быть 
получены из характеристического прямоугольного треуголь­
ника 0 гН 0 2, если в задаче заданы радиусы окружностей (тог­
да 0 2Н  =К-г), а также расстояние между их центрами 0 10 2 
или длины каких-либо из обсуждавшихся выше касатель­
ных.

Проведём подобные аналитические действия при решении сле­
дующих задач.

Задача 6. Найти длину отрезка общей касательной двух непе- 
ресекающихся окружностей, радиус одной из которых равен г, 
другой -  Зг, а кратчайшее расстояние между ними равно радиу­
су первой окружности.

Решение. В случае внешнего касания длину общей касательной 
искать из характеристического треугольника. Гипотенуза в нём 
равна г+г+Зг = 5г, один из катетов равен 3г - г  = 2г. Поэтому квадрат 
второго катета равен 25г2 -4 г2 =21г2. Значит, длина касательной 
есть л/21г2 = гл/21.

В случае внутреннего касания общая касательная находит­
ся как сумма катетов двух подобных с коэффициентом 3 пря­
моугольных треугольников, гипотенузы которых лежат на ли­
нии центров. Сумма двух гипотенуз равна 5г; значит, гипотену-

5г 15г
зы равны соответственно — и Поэтому катеты равны

/25 2 Г Зг 9г 3г 9г
л — г ~г =~г и —, а длина касательной есть: —+— = 3г.V16 4 4 4 4

Ответ: гл/21 или Зг.
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Задача 7  (МГУ, географии, ф-т, 1997). В некоторый угол В впи­
саны две непересекающиеся окружности. Окружность боль­
шего радиуса касается сторон этого угла в точках А и С, мень­
шего -  в точках А 1л С 1. ( Т о ч к и  А  и С, лежат на разных сторо­
нах угла В). Прямая АС, пересекает окружности большего и 
меньшего радиусов в точках Е л  В соответственно. Найти от­
ношение площадей треугольников АВС, и А,ВС,, если А,В = 2, 
ЕЕ = 1, а длина АЕ  равна среднему арифметическому длин 
ВС, и ЕЕ.

Решение. Во-первых, АЕ =
ВС, +ВВ А,В+ВВ 3

2'2 2
Т. к. треугольники, площади которых сравниваются, имеют 

два общ их эл ем ен та  
(сторону ВС1 и угол В), 
искомое отношение пло­
щ адей равно отнош е­
нию длин других сто­
рон, прилегающих к уг­

лу В:
АВ 2 + х
А, В

(здесь через х  обозначена длина общей внешней касательной 
А, А, которая, как мы уже выяснили, равна также длине С,С). 
Для определения х  запишем дважды теорему о секущей и каса- 
т ел ьн о й , и сх о д я щ и х  из точек  А и С,: АА,2 =АС, АЕ и
С,С2=С,А-С,Я.

Обозначив для удобства С, В = у, данные соотношения можно пе- 
' ^  5 в (  Ь Х  .ч Из этой системыреписать в виде: х  = \ у + 2’ * = г /+ |^ у + 1)-

легко следует, что у = ~ л х 2 =10.

Обратите внимание на интересный факт -  хорды общей секу­
щей к разным окружностям, если эти окружности вписаны в об­
щий угол, равны между собой: С,В = ЕА.

В результате -
АВС1

5а 1в с 1

2+л/Ю
Ответ: 1+

5
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4. Концентрические окружности

Ещё одним интересным классом задач на окружности являются 
задачи, в которых непересекающиеся окружности имеют общий 
центр. Отметим характерные свойства этой геометрической кон­
струкции, рассмотрев несколько примеров.

Пример 4. В большем из двух концентрических кругов прове­
дена хорда, равная 32 и касающаяся меньшего круга. Опреде­
лить длину радиуса каждого из кругов, если ширина образовав­
шегося кольца равна 8.

Решение. Обозначим через О центр 
окружностей, через М  — точку касания Р
хорды АВ с меньшей окружностью, через 
К и г — радиусы соответственно большего 
и меньшего кругов. По условию ширина 
образовавш егося кольц а равна 
М С = В-г = 8. Кроме того, в равнобедрен­
ном АОАВ точка М  является основанием 
высоты, проведённой из вершины О (сле­
дует из условия касания), а потому АМ =
М В = 16. При этом в прямоугольном 
ААМО:В2 =г2 +162. Из решения этой сис­
темы получаем г= 12, В = 20. Ответ: 12, 20.

Задача 8 (МАИ, 1992). В окружность с центром в точке О вписан 
четырёхугольник АВСВ , у которого АВ = 3 см, СВ=4 см. Другая 
окружность с тем же центром О делит сторону АВ  на три равные 
части. Найти длины отрезков, на которые эта окружность делит 
сторону СВ.

Решение. Данные в условии две окружности как раз и есть кон­
центрические окружности. Из того факта, что вторая окружность 
делит отрезок длины 3 на три равные части, можно получить 
связь между радиусом В первой окружности и радиусом г второй.
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Для этого с помощью теоремы Пифагора запишем двумя способа-
2 Г3 Уми квадрат расстояния от точки О до стороны АВ: К —I — I =

г 2  ̂ . Отсюда г2 =В2 -2 .

Аналогично, обозначив длину среднего из отрезков, на которые 
разбивается сторона СП, через 2х , запишем квадрат расстояния от 
точки О до стороны СП: В 2 - 4 =г2-х .  Подставив сюда г 2 =В2 -2 , 
получим: х = Л .

Поэтому средний из отрезков равен 2л/2, а два других равны 
2-42 (обратите внимание на их равенство — оно не случайно!).

Ответ: 2-42, 242, 2-42.

Задача 9 (МГУ, географии, ф-т, 1997). Даны две концентриче- 
ские окружности. В большей из них проведены две непересе­
кающиеся хорды КЬ и МЫ, которые пересекают меньшую 
окружность в точках К х ,ЬХ и М х ,ИХ соответственно (точки с 
индексом “1” расположены ближе к одноимённым точкам без 
индексов). Хорды К хЫх и ЬХМ Х меньшей окружности пересе­
каются в точке Р.

Найти отношение площадей треугольников К ХРЬХ и М ХРИХ, 
если КЬ = 5АА1, а длина хорды М ХИХ равна среднему геомет­
рическому длин отрезков КЬ и М М Х.

Решение. Несложно доказать (по­
пробуйте сделать это самостоятель­
но) равенство отрезков хорд большей 
окружности, лежащих вне меньшего 
круга: ММХ =И1И = х и К К 1 =ЬхЬ = у.
Для удобства мы сразу ввели пере­
менные х и у, через которые будем к  
выражать все остальные условия за­
д ач и . О бозначим , кром е того,
К ХЬХ =г.  Тогда из условия следует, 
что КЬ = 5х = 2у+г,  а М ХЫХ =4Ъх.

Для того, чтобы выписать ещё одно соотношение между неиз­
вестными х, у и г, отметим характерную для такой конфигура­
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ции особенность. Если провести из любой точки большей окруж­
ности касательную к меньшей окружности, то для всех точек 
большей окружности длина этой касательной будет одинакова. 
Это следует из равенства соответствующих прямоугольных треу­
гольников с вершиной в точке касания, гипотенузой, равной ра­
диусу большей окружности, и катетами, равными длине касате­
льной и радиусу меньшей окружности. Поэтому, проведя из то­
чек К и М  касательные КР и М(? и записав для них теорему о каса­
тельной и секущей, получим КР2 =КЬг К К Х =М<^2 =МИ1 • М М Х
или, используя введённые неизвестные, (х+45х)х=(у+г)у. С 
учётом того, что г=Ьх-2у, это соотношение представляется в ви­
де однородного уравнения: у 2 -5ху+(1+4в)х2 =0, решения кото-

у 5+л/2 1 -4 л/5 
р о го - = -----------   .

Учитывая, что треугольники К гРЬг и М 1РИ1 являются подоб­
ными (обоснуйте самостоятельно), отношение их площадей равно 
квадрату коэффициента подобия, который, в свою очередь, равен

К хЬг 2
отношению длин соответствующих сторон: к = ■ = - = -  =

М 1И1 V 5х
5х-2у г  2 у
—р — = л /5 --р — . Этот коэффициент подобия будет положитель- 

л}Ъх л/5 х
ным только при одном из решений однородного уравнения, а

г  2 5-л/21-4Т 5 л/21-475 „ 21-4ч/5
именно & = л/5 - -р * -------   = -------т=---- . В итоге: к =    .

5 ^ V 5 5
2 1 -4 Л  

Ответ:----   .

В следующих главах этой книги мы продолжим изучение пла­
ниметрии, правда, в несколько ином формате. Главным будет не 
изучение свойств геометрических объектов, а приобретение опы­
та и навыков в решении конкретных задач. А пока закрепите изу­
ченный материал.
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Задачи для самостоятельного решения

1. Две окружности с центрами в точках 0 1 и 0 2 и радиусами 1 и 
3, соответственно, касаются внешним образом в точке А. Общая 
касательная к этим окружностям, проходящая через точку А, пе­
ресекает в точке В другую их общую касательную СХС2, где Сх и 
С2 — соответствующие первой и второй окружностям точки каса­
ния с прямой. Найти расстояние между центрами окружностей, 
описанных вокруг треугольников СХАС2 и ОхВ 0 2.

2. Окружности радиусами 1, 2 и 3 с центрами соответственно 
в точках Ох, 0 2 и Оа касаются внешним образом в точках А, Б и 
С. Найти радиус окружности, описанной вокруг треугольни­
ка АВС.

3. Общая хорда двух пересекающихся окружностей равна а и 
служит для одной окружности стороной правильного вписанного 
треугольника, а для другой — стороной квадрата. Определить рас­
стояние между центрами окружностей.

4 (МГУ, экономии, ф-т, 1980). На плоскости даны две окружности 
радиусов 12 и 7 см с центрами в точках Ох и 0 2, касающиеся неко­
торой прямой в точках М х и М 2 и лежащие по одну сторону от этой 
прямой. Отношение длины отрезка М ХМ 2 к длине отрезка Ох0 2

2
равно -^=. Вычислить длину отрезка М ХМ 2

5 (Моск. гос. ун-т прикл. биотехнологии, 1994). Две окружности радиу- 
сом 32 с центрами Ох и 0 2, пересекаясь, делят отрезок 0 Х0 2 на три 
равные части. Найти радиус окружности, которая касается изнут­
ри обеих данных окружностей и отрезка 0 Х0 2.

6. Две окружности — одна радиуса 2 с центром в точке Ох, дру­
гая радиуса 4 с центром в точке 0 2 — расположены внутри третьей 
окружности и касаются с ней внутренним образом в точках А и Б 
соответственно. При этом касательные к третьей окружности, 
проведенные через точки А и Б пересекаются в точке В  так, что 
ААВВ = 120°. Известно также, что первые две окружности каса­
ются между собой внешним образом. Через точки Б и 0 2 проведена 
прямая, пересекающая третью окружность в точке С. Опреде­
лить: а) величину угла АСВ; б) радиус третьей окружности; 
в) площадь фигуры А О р ^ В .

7 (ИСАА МГУ, 1999). Окружности радиусом 2 и 6 с центрами соот­
ветственно в точках Ох и 0 2 касаются внешним образом в точке С. 
К окружностям проведены общая внешняя касательная и общая
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внутренняя касательная; эти касательные пересекаются в точке 
В. Найти радиус вписанной в треугольник 0 10 2В  окружности.

8 (МГУ, биологии, ф-т, 1978). Дана окружность с центром в точке О 
и радиусом 2. Из конца отрезка ОА, пересекающегося с окружно­
стью в точке М, проведена касательная АК  к окружности. Вели­
чина угла ОАК равна п/3. Найти радиус окружности, касающей­
ся отрезков АХ, АМ  и дуги МК.

9 (МГУ, химии, ф-т, 1991). Две окружности разных радиусов каса­
ются в точке А одной и той же прямой и расположены по разные 
стороны от неё. Отрезок АВ  — диаметр меньшей окружности. Из 
точки В проведены две прямые, касающиеся большей окружно­
сти в точках М  и N. Прямая, проходящая через точки М и  А, пе­
ресекает меньшую окружность в точке К. Известно, что длина от­
резка МК  равна д/2+л/З, а угол ВМА равен 15°. Найти площадь фи­
гуры, ограниченной отрезками касательных ВМ, ВЫ и той дугой 
МЫ большей окружности, которая не содержит точку А.

10 (МГУ, биологии, ф-т, 1976). Дана трапеция АВСВ, сторона АВ  
которой перпендикулярна основаниям ВС и АВ. На стороне АВ  
как на диаметре построена окружность радиуса л/б, которая каса­
ется СВ. Другая окружность радиуса л/2 касается сторон АО и СВ 
и пересекается с первой окружностью, имея с ней общую хорду 
длины л/6. Центры обеих окружностей расположены по разные 
стороны от общей хорды. Найти площадь трапеции АВСВ.
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Итак, Вы теперь знаете всё или почти всё для того, чтобы, 
не боясь, взяться за решение планиметрической задачи практи­
чески любой сложности. Если Вы хорошо усвоили основы гео­
метрии, изложенные в предыдущих главах, запомнили ключе­
вые геометрические факты, научились видеть знакомые плани­
метрические модули и схемы, то, безусловно, решение задачи 
должно получиться. Однако, как мы уже не раз отмечали ранее, 
две трети успеха в геометрии — это опыт. Геометрическая интуи­
ция формируется со временем, и чем больше задач Вы решите, 
тем больше вероятность того, что в очередной задаче Вам 
улыбнётся удача.

В этой и следующей главах мы приводим более 300 задач, боль­
шинство которых предлагалось в течение последних десяти лет на 
вступительных экзаменах в различные российские вузы, а также на 
Централизованном тестировании и Едином государственном экза­
мене. Подборка этих задач не случайна. С одной стороны, мы хотели 
дать Вам возможность полностью повторить пройденное, уже в про­
извольной последовательности применяя основные планиметриче­
ские теоремы. С другой — мы отбирали задачи по степени их полез­
ности с учетом повторяемости наиболее значимых геометрических 
блоков. Решение задач в таком формате очень эффективно в процес­
се обучения. Самые сложные задачи отмечены «звёздочкой» — *.

Все задачи этой главы снабжены ответами и указаниями. Одна­
ко имейте в виду, что в решения задач и ответы следует загляды­
вать только тогда, когда исчерпаны возможности по самостоя­
тельному решению или же когда Вы уверены, что задача решена и 
нужно просто свериться с авторами.

1. Московский гос. университет пищевых производств, 2000
В прямоугольном треугольнике сумма сторон 48, а сумма квад­

ратов сторон 800. Найти квадрат разности катетов.

2. Воронежский гос. архитектурно-строит. университет, 2003 
Периметр прямоугольного треугольника равен 24 см, а пло­

щадь его равна 24 см2. Найти площадь описанного круга.



175

3. Обнинский институт атомной энергетики, 2000
В прямоугольном треугольнике медиана, проведенная из пря­

мого угла, равна 13, тангенс меньшего из острых углов равен 2/3. 
Найдите высоту, проведенную из прямого угла.

4. Пермский гос. технич. университет, 2002
В треугольнике АВС известны углы ААВС = 60° и ААСВ = 90°, 

а точка В  разбивает гипотенузу на части А!) = 1 и ВВ  = 3. Длина 
отрезкаСТ> равна: 1)л/7; 2) л/7:л/3; 3)л/3; 4)л/б; 5)2.

5. Сыктывкарский гос. университет, 2003
Медиана прямоугольного треугольника, проведенная к гипоте­

нузе, разбивает его на два треугольника, периметры которых рав­
ны р  ид. Найдите стороны треугольника.

6. Московский гос. университет пищевых производств, 2002
В прямоугольном треугольнике отношение катетов равно 1,5,

л/13
а радиус описанной окружности равен В = — . Найти площадь тре- 

угольника.

7. Российский гос. аграрный университет — МСХА им. К.А. Тимирязева, 2006 
В прямоугольном треугольнике длина одного из катетов равна

5 см, а длина радиуса вписанной окружности равна 2 см. Найдите 
длину другого катета.

8. Московская гос. академия водн. транспорта, 2006
Найти катеты прямоугольного треугольника, если их отношение 

5
равно — , а радиус вписанной в треугольник окружности равен г.Г А

9. Пермский гос. технич. университет, 2003
Радиус окружности, описанной около прямоугольного треуго­

льника, равен 5, а радиус вписанной в этот треугольник окружно­
сти равен 2. Периметр этого треугольника равен:

1)24; 2) 14; 3)22; 4) 20; 5)18.

10* Российский гос. аграрный университет — МСХА им. К.А. Тимирязева, 2004 
Биссектриса острого угла прямоугольного треугольника АВС 

делит катет на отрезки длиной 10 см и 26 см. Найдите площадь 
треугольника АВС.



176 Глава 4. Практикум по решению задач

11. Московский авиационный институт (гос. технич. ун-т) МАИ, 2005
На гипотенузе АВ  прямоугольного треугольника АВС взяты 

точки I) и Е так, что СИ — высота, /А С Е = /В С Е. Найти площадь 
треугольника АВС, если СВ) = 4 см, ВЕ = 3 см.

12. Московский гос. технологии, университет «СТАНКИН», 2005 
Площадь прямоугольного треугольника АВС равна 2л/б, дли­

на катета ВС равна 1. На гипотенузе АВ  взята точка Е так, что 
18ВВ = АВ. Перпендикуляр к АВ, проведенный в точке В, пере­
секает прямую ВС в точке В. Найти длину отрезка ОВ, где точка 
О — середина АВ.

13. Военный университет радиационной, химич. и биологии, защиты, 2000 
Вычислить углы прямоугольного треугольника, стороны которо­

го составляют арифметическую прогрессию.

14. МГУ. Ф-ты: химический; наук о материалах; физико-химический; 
биологический; биоинженерии и биоинформатики; фундаментальной медицины; 
географический; психологии, 2003

В прямоугольном треугольнике АВС на гипотенузу опущены
6

медиана АМ  и высота А Н . Известно, что АН  = и 003^-МАН 

12
равен — . Найти длины катетов треугольника АВС.1д

15. Российский гос. гуманитарный университет (РГГУ), 2000
Длины сторон прямоугольного треугольника образуют арифме­

тическую прогрессию. Найти величины его острых углов. Во 
сколько раз периметр треугольника больше разности арифметиче­
ской прогрессии?

16. МГУ. Ф-т государственного управления, 2003
В прямоугольном треугольнике КЕМ  проведен отрезок МВ, со­

единяющий вершину прямого угла с точкой В на гипотенузе КЬ 
так, что длины отрезков ВВ, ВМ и ВК  различны и образуют в ука­
занном порядке геометрическую прогрессию со знаменателем л/2, 
причем ВЬ = 1. Найдите величину угла КМ  В.

17. Междунар. университет природы, общества и человека «Дубна», 2006
В треугольнике, один из углов которого равен разности двух 

других, длина меньшей стороны равна 1, а сумма площадей квад­
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ратов, построенных на двух других сторонах, в два раза больше 
площади описанного около треугольника круга. Найти длину 
большей стороны треугольника.

18. Смоленский гос. педагогии, университет, 2004
В равнобедренном треугольнике одна сторона равна 100 см, вто­

рая — 40 см. Какая из них служит основанием?

19. Московское высшее военное командное училище, 2004
В равнобедренном треугольнике величина угла при вершине 

равна 120°, а площадь треугольника равна 4л/3 см2. Найти длину 
высоты, опущенной на основание.

20. Красноярская гос. архитектурно-строит. академия, 2001
Высота, проведённая к основанию равнобедренного треуголь­

ника, равна к и вдвое больше своей проекции на боковую сторону. 
Найти площадь треугольника.

21. МГУ. Филологический ф-т, 2003
В равнобедренном треугольнике АВС (АВ = ВС) медианы АМ  

и СИ пересекаются в точке I) под прямым углом. Найти все углы 
треугольника АВС и его основание АС, если площадь четырехуго­
льника ИВМ В  = 4.

22. МГУ. Филологический ф-т, 2005
Биссектриса М И  угла КМЬ  при основании МЬ равнобедрен­

ного треугольника КМЬ  делит сторону КЬ так, что КИ  = МЬ. 
Найти биссектрису М И  и периметр треугольника КМ Ь , если 
МЬ = 4.

23. Московский гос. университет инженерной экологии, 2001
Найти расстояние (в см) между точкой пересечения биссект­

рис внутренних углов равнобедренного треугольника с основани­
ем а = 10 см и боковой стороной Ь = 13 см и точкой пересечения 
высот этого треугольника.

24. Сибирский гос. университет путей сообщения (Новосибирск), 2001 
Внутри равнобедренного треугольника АВС с равными сторонами

АВ и АС и углом ВАС = 80° взята точка М, такая что угол МВС = 30°, 
угол МСВ = 10°. Найти величину угла АМС.



25. МГУ. Высшая школа бизнеса, 2003
В равнобедренном треугольнике КЬМ  углы при основании 

КМ  равны 50°, а точка О внутри треугольника расположена 
так, что АОКЬ = 20°, а АОМЬ = 40°. Найдите величину угла 
КОЬ.

26. МГУ. Химический ф-т и Ф-т наук о материалах, 2001
В равнобедренном треугольнике с основанием АС проведена 

биссектриса угла С, которая пересекает боковую сторону АВ в точ­
ке I). Точка Е лежит на основании АС так, что ЛЕ_1_1)С. Найти дли­
ну АО, если СЕ = 2.

27. Кабардино-Балкарский гос. университет (Нальчик), 2002
В треугольнике АВС угол А равен 45°, а угол В равен 120°. Из 

вершины С проведена высота СН. Найти квадрат отношения пло­
щади треугольника СНА к площади треугольника СНВ.

28. Московский гос. университет дизайна и технологии, 2001
Стороны треугольника равны 25, 24 и 7. Определить отношение 

площадей вписанного и описанного относительно этого треуголь­
ника кругов.

29. Централизованное тестирование, 2003
В треугольнике АВС с углом / А  = 60° и сторонами АС = 8 и ВС =
Г  1 1 л/2 л/з

4л/3 синус угла при вершине С равен: 2)1;3)~ ;4)— ; 5)— .

30. Сибирский гос. индустриальный университет (Новокузнецк), 2003
В треугольнике АВС угол А вдвое больше угла В. По данным 

сторонам Ъ и с найти а.

31. Московский гос. университет природообустройства, 2000
В треугольнике длина большей стороны равны 14, а меньшей —

6. Найти величину тупого угла этого треугольника, если длина 
медианы, проведенной из вершины тупого угла, равна л/19.

32. МГУ. Биологический ф-т, Ф-т фундаментальной медицины, 2000
Дан треугольник АВС со сторонами АВ = 6, АС = 4, ВС = 8. Точка I) 

лежит на стороне АВ, о точка Е — на стороне АС, причём АО = 2, 
АЕ  = 3. Найти площадь треугольника АИЕ.
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33. МГУ. Географический ф-т, 1986
Внутри треугольника АВС взята точка К. Известно, что АК = 1, 

КС = л/3, а величины углов АКС,АВК  и КВС равны 120°, 15° и 15° 
соответственно. Найти длину отрезка ВК.

34. Московская гос. академия тонкой химич. технологии (МИТХТ), 2001
В треугольнике ЛВС точка Е — середина медианы ВВ. Прямая 

АЕ  пересекает сторону ВС в точке Е. Найти СЕ, если ВЕ = 8.

35. Московский гос. технологии, университет «СТАНКИН», 2002
В треугольнике АВС: АВ  = ВС. На стороне ВС взята точка Е так, 

что ВЕ : ЕС = 3. На продолжении стороны АС взята точка К так, что 
АК : КС = 0,2. Отрезок КЕ пересекает сторону АВ  в точке М. Найти 
отношение длин отрезков АМ  и АВ.

36. МГУ. Географический ф-т, 2002 (май)
В треугольнике АВС точки Е и Е являются серединами сторон 

АВ  и ВС соответственно. Точка О лежит на отрезке ЕЕ так, что 
Е С : АЕ  = 1:2 и ЕО = ВЕ. Найти: а) отношение площадей треуголь­
ников АВО и АОС; б) АССА, если ААОС = 90°.

37. Московский гос. университет путей сообщения (МИИТ), 2001
В треугольнике АВС проведены биссектрисы АВ  и СК. Известно, 

что АС = 5 см, АК  = 5/3 см, ВС = 5/2 см. Найти радиусы вписанной в 
треугольник и описанной вокруг треугольника АВС окружностей.

38. МГУ. Географический ф-т, 1999 (май)
В треугольнике АВС биссектриса АО угла А и биссектриса ВЬ уг­

ла В пересекаются в точке Е. Величина угла ЬЕА равна 60°.
1) Найти величину угла АСВ. 2) Вычислить площадь треуголь­

ника АВС, если АСЬВ =45° и АВ = 2.

39. Московский авиационный институт (гос. технич. ун-т) МАИ, 2004 
Биссектриса треугольника делит его сторону на отрезки 2 см и 3

см. Найти площадь треугольника, если один из его углов равен 120°.

40. МГУ. Географический ф-т, 2003 (май)
В треугольнике Р(?В проведены медиана С?А и биссектриса (?В. 

Зтс к
Известно, что АРОА = — , АВС$А = —, ВВ = 4. Найти АВ.4 6



41. МГУ. Мех-мат, 2003 (март)
На продолжении биссектрисы АВ треугольника АВС за точку А 

взята такая точка В), что АО = 10 и /В Б С  = /В А Ь  = 60°. Найти 
площадь треугольника АВС. Какова наименьшая площадь треуго­
льника ВВ>С при данных условиях?

42. Новосибирский гос. университет, 2003
В треугольнике АВС медиана АВ, биссектриса ВВ и высота СМ 

пересекаются в одной точке Р. Найти площадь треугольника АВС, 
если СР = 5, РМ = 3.

43. Междунар. университет природы, общества и человека «Дубна», 2004
В треугольнике АВС: АВ  = 4 см, АС = 6 см и ВС = 5 см. Точки 

М  и АГ лежат на сторонах АВ и ВС соответственно, причем 
ВМ  : АВ  =1 : 4 и ВАГ: ВС = 2 :5 .  Найдите длину отрезка МАГ, 
а также определите, в каком отношении он делит медиану ВВ).

44. Кабардино-Балкарский гос. университет (Нальчик), 2001
В треугольнике АВС проведены медианы АВ) и СВ. Известно, 

к к
что АВ) = 5, /Н АС -  —, /А С Е  -  —. Найти утроенную площадь треу- о 4
гольника АВС.

45. МГУ. Физический ф-т, 2006
В АВМАГ дано: ВАГ: АГМ = 7 :3 , расстояние от середины биссект­

рисы ЫК до стороны АГМ равно 3/2, площадь АВМАГ равна 30. 
Найти ВАГ.

46. Московский авиационный институт (гос. технич. ун-т) МАИ, 2002
В остроугольном треугольнике АВС проведены высота АН и ме­

диана ВМ. Найти площадь четырехугольника АВНМ, если изве­
стно, что АН=ВМ=1 см.

47*. Московский физико-технический институт (гос. ун-т) (МФТИ), 2001
В треугольнике АВС таком, что АВ = ВС = 4 и АС = 2, проведе­

ны биссектриса ААг, медиана ВВ1 и высота ССХ. Найти площадь 
треугольника, образованного пересечением прямых: 1) АС, ААХ 
и ССХ; 2) АА15 ВВх и  ССг
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48*. МГУ. Мех-мат, 2004
В остроугольном треугольнике АВС высоты пересекаются 

в точке Ну а медианы в точке О. Биссектриса угла А  проходит че­
рез середину отрезка ОН. Найти площадь треугольника АВС, 
если ВС = 2, а разность углов В и С равна 30°.

49. МГУ. Экономический ф-т, 2000
Точка С? расположена на стороне МЫ треугольника ЬМЫ так, что 

А/ффМ = 1:2. При повороте этого треугольника на некоторый угол 
вокруг точки вершина Ь переходит в вершину ЛГ, а вершина М  — в 
точку Р, лежащую на продолжении стороны ЬМ  за точку Ь. Найти 
углы треугольника ЬМЫ.

50. МГУ. Московская школа экономики, 2006
Треугольник КЬМ , длины сторон которого образуют арифмети-

21
ческую прогрессию, вписан в окружность радиуса Найдите пе­

риметр треугольника, если он меньше 60 и К М  = 21.

51. МГУ. Биологический ф-т, Ф-т фундаментальной медицины, 2001
В треугольник АВС со сторонами АВ = б, ВС = 5, АС -  7 вписан квад­

рат, две вершины которого лежат на стороне АС, одна — на стороне 
АВ и одна — на стороне ВС. Через середину В стороны АС и центр 
квадрата проведена прямая, которая пересекается с высотой ВН  тре­
угольника АВС в точке М. Найти площадь треугольника ВМС.

52. Московский гос. университет инженерной экологии, 2000
В равнобедренный треугольник с основанием Ь = 8 см и высотой, 

опущенной на основание, Н = 5 см вписан прямоугольник наиболь­
шей площади так, что две его вершины лежат на основании тре­
угольника, а две другие — на боковых сторонах треугольника. 
Найти площадь прямоугольника (в см2).

53. Московский автомобильно-дорожный институт (гос. технич. ун-т), 2001 
Длина одной из сторон треугольника равна а , а противолежа-

Фщий угол равен <р, причем соз — = р. Чему равен наибольший воз-

„ „ 721
можныи периметр треугольника? а=8, р=~~~.5
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54. Вологодский гос. педагогии, университет, 2001
Построить треугольник, зная угол А, прилежащую к нему сто­

рону Ъ и радиус вписанной окружности г.
55. ЕГЭ, 2007

Дан ромб АБСБ с острым углом Б. Площадь ромба равна 320, 
а синус угла В равен 0,8. Высота СН пересекает диагональ Б Б  
в точке К . Найдите длину отрезка СК.

56. МГУ. Химический ф-т, Ф-т наук о материалах и Физико-химический ф-т, 2006 
Биссектрисы внутренних углов параллелограмма КЬМЫ обра­

зуют четырёхугольник Р()К8, каждая вершина которого получе­
на как пересечение двух биссектрис. Найти разность сторон КЬ и 
ЬМ , если сумма квадратов всех сторон четырёхугольника Р($К8

7
равна —. 

а

57. Российская экономическая академия им. Г. В. Плеханова, 2003
На сторонах МЫ и ЫР параллелограмма МЫР(Э взяты точки 

А и Б такие, что ВЫ:ВР = 5:3 иАО:0(? = 3:8, где О -  точка пересе­
чения отрезков А($ и ВМ . В каком отношении точка А  делит сто­
рону МИ?

58. Централизованное тестирование, 2003
На продолжении стороны СБ параллелограмма АБСБ взята 

точка Е , а отрезки АБ и ВС пересекаются в точке Б. Если А Б : ББ = 
3 : 7, то прямая АБ делит площадь параллелограмма АБСБ в отно­
шении: 1) 3 : 20; 2) 3 :10; 3) 9 :49; 4) 3 : 7; 5) 3 :17.

59. Московский энергетический институт (технич. ун-т) МЭИ, 2003
В параллелограмме АБСБ с острым углом А заданы длины сто­

рон: АБ=4л/2см, БС = 6 см. Найти длины диагоналей параллело­
грамма, если радиус окружности, описанной около треугольника 
АББ, равен л/10 см.

60. МГУ. Ф-т вычислительной математики и кибернетики, 2006
В параллелограмме АБСБ проведена диагональ АС. Точка О яв­

ляется центром окружности, вписанной в треугольник АБС. Рас­
стояния от точки О до точки С и прямых СБ и АС соответственно 
равны 13, 6 и 5. Найдите площадь параллелограмма АБСБ.
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61* Военный университет радиационной, химии, и биологии, защиты, 2000 
Площадь равнобочной трапеции, в которую вписана окружность, 

равна 64. Найти радиус окружности, если угол при основании трапе- 
к

ции равен —.
6

62* Балтийский гос. технии. университет «Военмех» (Санкт-Петербург), 2000 
В трапеции АВСБ длина основания АО равна 11, АВ = ВС = СП = 5. 

Найти расстояние от середины боковой стороны АВ до прямой, прохо­
дящей через точки С и П.

63* Гос. университет — Высшая школа экономики, 2000
В равнобедренной трапеции с высотой 2-л/2 и углом тс/4 между 

ее диагоналями, противолежащим боковой стороне, средняя линия 
равна: 1)42; 2)242; 3)2; 4)Зл/2-4; 5)42+2.

64* Российская экономическая академия им. Г. В. Плеханова, 2002
Высота прямоугольной трапеции в три раза больше меньшего 

основания, а большее основание равно 5. Найти площадь трапе­
ции, если ее меньшая диагональ является биссектрисой угла при 
меньшем основании.

65* Московский гос. текстильный университет им. А.Н. Косыгина, 2001
Найти площадь прямоугольной трапеции, если меньшая боко­

вая сторона равна 12, а диагональ перпендикулярна боковой сто­
роне и равна 15.

66* Московский гос. университет дизайна и технологии, 2000
Косинус острого угла прямоугольной трапеции равен 0,8, а ее 

меньшая боковая сторона равна 4. Найти периметр трапеции, 
если ее диагональ перпендикулярна боковой стороне.

67. Череповецкий гос. университет, 2001
Периметр прямоугольной трапеции с острым углом 30° равен

24. Найти наибольшую площадь трапеции.

68. МГУ. Биофак, Ф-т наук о материалах, Ф-т биоинжен. и биоинформ.,
Ф-т фундам. медицины, 2005

Диагонали трапеции равны 13 и 3, а сумма длин оснований рав­
на 14. Найти высоту трапеции.
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69. Московский энергетический институт (технич. ун-т) МЭИ, 2006
В трапеции, большее основание которой равно 15 см, через точ­

ку пересечения диагоналей проведена прямая, параллельная 
основаниям. Длина отрезка этой прямой, отсекаемого боковыми 
сторонами трапеции, равна 12 см. Найти высоту трапеции, если её 
площадь равна 50 см2.

70. МГУ. Географический ф-т, 2005
Произведение средней линии трапеции и отрезка, соединяюще­

го середины её диагоналей, равно 25. Найти площадь трапеции, 
если её высота втрое больше разности оснований.

71. МГУ. Физический ф-т, 2003
В трапеции ВСВВ (СВ| \ВЕ) точка М  — середина отрезка ВС, 

ЕМ  — биссектриса АВВВ, ЕМ  = 4, СВ + ВЕ = 5. Найти ВМ.

72. МГУ. Физический ф-т, 2006
В трапеции РС2К8 (фВ 11ВВ) Р(2^К8. Две прямые, параллельные 

основаниям С?В и Р8, делят трапецию на 3 части, в каждую из ко­
торых можно вписать окружность. Радиус наименьшей из этих 
окружностей в 2 раза меньше радиуса средней окружности. Най­
ти отношение радиуса наибольшей из этих окружностей к радиу­
су наименьшей.

73. МГУ. Мех-мат, 1994
В трапеции АВСВ с основаниями АВ и ВС диагонали АС и ВВ 

пересекаются в точке В. Вокруг треугольника ЕСВ описана 
окружность, а касательная к этой окружности, проведённая в 
точке В, пересекает прямую АВ в точке В таким образом, что точ­
ки А, В и В лежат последовательно на этой прямой. Известно, что 
АВ = а, АВ = Ь. Найдите ВВ.

74. МГУ. Географический ф-т, 2003
Отрезки, соединяющие середины противоположных сторон вы­

пуклого четырёхугольника Р(2В8> перпендикулярны. Известно, 
что 8 РЯВ8 = 2,^РВВ+^фВВ = 15°.Найти квадрат длины отрезка РК
и сравнить результат с числом 4л/ТК

75. МГУ. Биологический ф-т, 1993
В выпуклом четырёхугольнике АВСВ длина отрезка, соеди­

няющего середины диагоналей, равна длине отрезка, соединяю­
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щего середины сторон АО и ВС. Найдите величину угла, образо­
ванного продолжением сторон АВ и СО.

76. Башкирский гос. университет (Уфа), 2003
В выпуклом четырёхугольнике АВСО точка Е — пересечение 

диагоналей. Известно, что площади треугольников АВЕ и СБЕ 
равны, а сумма площадей треугольников ВЕС и АЕВ  не превосхо­
дит удвоенной площади треугольника АВЕ. Найти длину стороны 
ВСу если длина стороны АО равна 4.

77. МГУ. Экономический ф-т, 1994
В выпуклом четырёхугольнике АВСО отрезок СМ, соединяю­

щий вершину С с точкой М, расположенной на стороне АО, пере­
секает диагональ ВО в точке К. Известно, что СК :КМ  = 2 :1, 
СО : ВК  = 5:3 и /Л В В + /Л.СВ = 180°. Найдите отношение стороны 
АВ к диагонали АС.

78. МГУ. Институт стран Азии и Африки, 2005
В выпуклом четырёхугольнике с вершинами в точках А, В, С, О 

заданы длины отрезков АО = 2л[2, АВ = 2(л/3+1), ВС = 2л/3. Величи-
п к

ны углов ОАВ и АВС равны — и — соответственно. Вычислите все 

углы четырёхугольника.

79. Петербургский гос. университет путей сообщения (ЛИИЖТ), 2001
Все стороны выпуклого 4-угольника меньше 1. Докажите, что 

площадь этого 4-угольника также меньше 1.

80. Московский авиационный институт (гос. технич. ун-т) МАИ, 2002 
Величины углов вписанного в окружность четырёхугольни­

ка, взятые в некотором порядке, являются последовательны­
ми членами убывающей арифметической прогрессии. Найти 
возможные значения суммы первых двух членов этой прогрес­
сии.

81.ЕГЭ, 2004
Стороны прямоугольника равны 2 и 5. Через каждую точку на 

его меньшей стороне провели прямую, отсекающую прямоуголь­
ный треугольник с периметром 8. Найдите наименьшее значение 
площади оставшейся части прямоугольника.



82* МГУ. Химический ф-т, 2005
Найти число п сторон выпуклого гс-угольника, если каждый его 

внутренний угол не меньше 151° и не больше 153°.

83* Обнинский институт атомной энергетики, 2000
В круге с центром О проведена хорда АВ. Точка М делит её на 

отрезки АМ и ВМ, АМ = 4, ВМ  = 6. Найдите радиус круга, если 
О М = 5.

84. Московский гос. индустриальный университет, 2000
Из точки А, не лежащей на окружности, проведены к ней каса­

тельная и секущая. Расстояние от точки А до точки касания равно 
16 см, а до одной из точек пересечения секущей с окружностью 
равно 32 см. Найти радиус окружности, если секущая удалена от 
ее центра на 5 см.

85. МГУ. Ф-т фундаментальной медицины, 2003 (май)
Из точки А, находящейся вне окружности с центром О, проведе­

ны две касательные АВ и АС (В и С -  точки касания). Отрезок АО 
пересекается с окружностью в точке В и с  отрезком ВС в точке В. 
Прямая ВВ пересекает отрезок АС в точке Е . Известно, что пло­
щадь четырёхугольника ВЕСЕ равна площади треугольника 
АВВ. Найти угол ОС В.

86. Московский гос. технологич. университет «СТАНКИН», 2001
Длина окружности с центром в точке О равна 50л. Точки А и В 

расположены на расстоянии 26 и 40 соответственно от точки О. Дли­
на хорды, лежащей на прямой АВ равна 14. Найти площадь тре­
угольника АОВ.

87. МГУ. Физический ф-т, 1995
В окружности проведены диаметр МЫ и хорда АВ, параллель­

ная диаметру МАГ. Касательная к окружности в точке М пересека­
ет прямые АГА и АТВ соответственно в точках Р и О. Известно, что 
МР = р, МО = д. Найти МАГ.
88. МГУ. Мех-мат, 2007

Точки А, В, С лежат на окружности радиуса 4 с центром О, а 
точка М — на прямой, касающейся этой окружности в точке В, 
причём /А М С  = 42°, а длины отрезков АМ, ВМ, СМ образуют 
убывающую геометрическую прогрессию (в указанном порядке).
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Найти угол АМО и расстояние между точками А и С. Какой из уг­
лов больше: АОМ  или АСМ1

89. Московский энергетический институт (технич. ун-т) МЭИ, 2002
В угол величины 60° вписана окружность радиуса 30 мм. Между 

вершиной угла и центром окружности проведена к этой окружности 
касательная, перпендикулярная биссектрисе данного угла. Найти 
площадь отсечённого треугольника.

90. МГУ. Физический ф-т, 1997 (май)
На сторонах острого угла с вершиной О взяты точки А и В. На 

луче ОВ взята точка М  на расстоянии З ОА от прямой ОА, а на лу­
че О А  -  точка N  на расстоянии ЗОВ от прямой ОВ. Радиус окруж­
ности, описанной около треугольника АОВ, равен 3. Найти МЫ.

91. Московский гос. технич. университет «МАМИ», 2000
Две окружности радиусов г и 2г касаются друг друга внутрен­

ним образом. Хорда окружности большего радиуса перпендику­
лярна линии центров и делится меньшей окружностью на 3 рав­
ные части. Найти длину хорды.

92*. МГУ. Мех-мат, 2000
Две окружности касаются друг друга внешним образом в точке 

А. Прямая, проходящая через точку А, пересекает первую окруж­
ность в точке В, а вторую — в точке С. Касательная к первой 
окружности, проходящая через точку В, пересекает вторую 
окружность в точках В и В (В лежит между В и В). Известно, что 
АВ = 5 и АС = 4. Найти длину отрезка СЕ и расстояние от точки А 
до центра окружности, касающейся отрезка АВ и продолжений 
отрезков ВВ и ВА за точки В и А соответственно.

93*. МГУ. Ф-т вычислительной математики и кибернетики, 2004
Окружность с центром в точке М  касается сторон угла АОВ в точ­

ках А и В. Вторая окружность с центром в точке N  касается отрезка 
ОА, луча ВА и продолжения стороны угла ОВ за точку О. Известно, 
что ОЫ: ОМ = 12:13. Найдите отношение радиусов окружностей.

94. МГУ. Институт стран Азии и Африки, 2004
Два круга, расстояние между центрами которых равно л/з, име­

ют радиусы л/3 и 3. Найдите отношение площади круга, вписанно­
го в общую часть данных кругов, к площади общей части.
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95. МГУ. Экономический ф-т, 2002
Докажите или опровергните следующее утверждение: круг площа- 

25
дью— можно поместить внутрь треугольника со сторонами 3,4 и 5.О
96. МГУ. Социологический ф-т, 2004

К
В треугольнике АВС угол при вершине В равен —, а длины от-

резков, соединяющих центр вписанной окружности с вершинами 
А и С, равны 3 и 72 соответственно. Найти радиус окружности, 
вписанной в треугольник АВС.

97. Московский гос. университет дизайна и технологии, 2002
В окружность радиуса 43 вписан прямоугольный треугольник 

так, что один из катетов в л/З раз ближе к центру, чем другой. 
Определить больший катет.

98. Российская экономическая академия им. Г. В. Плеханова, 2000
В треугольник АВС площадью 270л/3 вписана окружность, кото­

рая касается сторон ВС и АС соответственно в точках М и Я . Найти 
периметр треугольника, если ВМ  : МС = 3 :5  и АН  : НС = 2 :1 .

99. МГУ. Экономический ф-т, 2005
Вписанная в треугольник АВС окружность касается его сторон 

в точках К, N  и М. Известно, что в треугольнике КИМ  углы / Н  и 
/.М  равны соответственно 60° и 75°, а произведение всех его сторон 
равно 9(1+л/3). Найдите длины сторон треугольника АВС.

100. Междунар. университет природы, общества и человека «Дубна», 2003 
Треугольник АВС вписан в окружность радиуса 5>/21 см. Бис­

сектрисы АВ и ВЕ пересекаются в точке О. Найдите длину сторо­
ны АВ, если ВВ:СВ = 5:4, ВО:ЕО = 5:2.

101. Ярославский гос. университет им. П. Г. Демидова, 2003
Средняя линия длины I треугольника АВС лежит на диаметре 

описанной окружности радиуса 2. Найти площадь треугольника.

102. МГУ. Экономический ф-т, 2006
В треугольнике ВСВ угол С — тупой. Описанная около треуго­

льника ВСВ окружность радиуса К пересекает высоту ВА в точке



Е  так, что ЕЙ — ЕС. Известно, что периметр треугольника ВСЕ ра- 
Зл/2+л/6+6

вен   и АВЕВ = 105 . Найдите В .
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103* МГУ. Географический ф-т, 2002
В треугольнике КЕМ  проведена медиана ЬЫ. Известно, что 

АКЕМ  = АЕЫМУ К М  = 10. Найти: а) сторону ЬМ ;
б) /.ЬМКу если расстояние от точки М  до центра описанной около 
треугольника КЬИ  окружности равно 10.

104. МГУ. Физический ф-т, 2003
В АВСВ точка О — центр вписанной окружности, А С -  (3. Пря­

мая СО пересекает окружность, описанную около АВСВ у в точке 
Ау ОА = а. Найти радиус окружности, описанной около АВСВ.

105. МГУ. Ф-т психологии, 2002
На катете МЕ прямоугольного треугольника КЕМ  как на диа­

метре построена окружность. Она пересекает сторону КЕ в точке 
Р. На стороне КМ  взята точка К так, что отрезок ЕВ пересекает 
окружность в точке 0 , причём отрезки ()Р и МЕ параллельны. Из­
вестно, что КВ = 2ВМ  и М1/ = 8л/3. Найти Мф.

106. Балтийский гос. технич. университет «Военмех» (Санкт-Петербург), 2001 
Дан треугольник со сторонами 12,15 и 18 см. Проведена окруж­

ность, касающаяся обеих меньших сторон и имеющая центр на бо­
льшей стороне. Найти отрезки, на которые центр окружности де­
лит большую сторону треугольника. В ответ записать длину боль­
шего отрезка.

107. Московский физико-технический институт (гос. ун-т) (МФТИ), 2000
В равнобедренном треугольнике АВС с основанием АС верши­

ны А, В и точка пересечения высот треугольника Е лежат на 
окружности, которая пересекает отрезок ВС в точке В. Найти 
длину отрезка СВ, если ААВС = 2агсзт(1 /5), а радиус окруж­
ности В = 5.

108. Междунар. университет природы, общества и человека «Дубна», 2005
В треугольнике АВС известно, что |АВ| = |ВС| =6 см. На стороне 

АВ  как на диаметре построена окружность, пересекающая сторону 
ВС в точке В так, что 1ВВ1: 1ВС1 = 2:1. Найти длину основания АС.
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109. МГУ. Олимпиада «Ломоносов», 2007
На стороне АБ треугольника АВС взята такая точка Б , что 

окружность, проходящая через точки А, С и I), касается прямой 
БС. Найти АБ, если АС = 9, ВС = 12 и СБ =6.

110* Московский технич. университет связи и информатики МТУСИ, 2001 
В остроугольном треугольнике АБС на БС как на диаметре 

построена окружность, пересекающая АБ и АС соответственно 
в точках N  и М , причем МЫ = 7, БС = 14. Найдите радиус впи­
санной окружности, если площадь треугольника АБС равна 
24л/3.

111. МГУ. Мех-мат, 1991
Из вершины тупого угла А треугольника АБС опущена высота 

АБ. Из точки Б  радиусом, равным АБ, описана окружность, пере­
секающая стороны треугольника АБ и АС в точках М  и N  соответ­
ственно. Вычислить длину стороны АС, если заданы длины отрез­
ков АБ = с, АМ  = п , А/У = т.

112. МГУ. Химический ф-т и Ф-т наук о материалах, 2002 
Окружность касается сторон АБ и АС треугольника АБС. Точки

Б  и Б  — точки касания. На окружности взята произвольная точка 
Б, отличная от Б  и Б. Из точки Б опущены перпендикуляры БС, 
ВН, РК на стороны АБ, АЕ, Б Б  соответственно. Найти площадь 
треугольника ОКР, если известны длины отрезков РК  = 6, РН  = 9 
и угол АВАС =60°.

113* МГУ. Ф-т почвоведения, 1994 (май)
Через точку С проведены две прямые, касающиеся заданной 

окружности в точках А и Б. На большей из дуг АБ взята точка Б , 
для которой СБ = 2 и зтА А С Б -зтА Б С Б  = 1/3. Найти расстояние 
от точки Б  до хорды АБ.
114. МГУ. Экономический ф-т, 2004

Окружность, пересекающая боковые стороны АС и СБ равно­
бедренного треугольника АСВ соответственно в точках Р и С?, яв­
ляется описанной около треугольника АВ($. Отрезки Аф и ВР пе­
ресекаются в точке Б  так, что Аф:АБ=4:3. Найдите площадь треу­
гольника БфБ, если площадь треугольника Р()С равна 3.
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115* МГУ. Мех-мат, 2006
Отрезок АС является биссектрисой треугольника АВС. Окруж­

ность радиусом 3 проходит через вершину А, касается стороны БС 
в точке Ь и пересекает сторону АВ в точке К. Найти угол А и пло­
щадь треугольника АВС, если ВС = 4, АК : ЬВ = 3 :2 .

116*. МГУ. Ф-т вычислительной математики и кибернетики, 2002
Биссектриса угла А треугольника АВС пересекает сторону ВС в 

точке В. Окружность радиуса 35, центр которой лежит на прямой 
БС, проходит через точки А и В . Известно, что А Б2 -А С 2 =216, а 
площадь треугольника АБС равна 90л/3. Найдите радиус окружно­
сти, описанной около треугольника АБС.

117. МГУ. Мех-мат, 2003
Через вершины А и Б  треугольника АБС проведена окружность, 

касающаяся прямой БС, а через вершины Б и С — другая окруж­
ность, касающаяся прямой АБ. Продолжение общей хорды ВВ  этих 
окружностей пересекает отрезок АС в точке Б, а продолжение хорды 
АВ  одной окружности пересекает другую окружность в точке Б. Найти 
отношение АБ : ЕС, если АБ = 5 и БС = 9. Сравнить площади треуголь­
ников АБС и АВЕ.

118. МГУ. Мех-мат, 2001
Через вершины А, Б, С параллелограмма АВСВ со сторонами 

АБ = 3 и БС = 5 проведена окружность, пересекающая прямую ВВ  
в точке Б, причём ВЕ = 9. Найти диагональ ВВ.

119. Ярославский гос. педагогич. университет им. К.Д. Ушинского, 2002 
Чему равна длина окружности, вписанной в равнобокую трапе­

цию с основаниями 2 и 8?

120. ЕГЭ, 2004
В равнобедренную трапецию, один из углов которой равен 60°, 

а площадь равна 24л/3, вписана окружность. Найдите радиус этой 
окружности.

121. Альметьевский нефтяной институт, 2002
Найти квадрат боковой стороны равнобочной трапеции, опи­

санной около круга, если известно, что площадь трапеции равна 
25, а угол при основании равен п/6.
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122. Волгоградская гос. архитектурно-строительная академия, 2002
В прямоугольную трапецию вписана окружность, центр кото­

рой удален от концов боковой стороны на расстояния 8 и 4 см. 
Найти среднюю линию трапеции.

123* МГУ. Ф-т психологии, 2003
В окружность диаметра Зл/З вписана трапеция с большим осно­

ванием 3. Через точку на этой окружности, касательная в которой 
параллельна одной из боковых сторон трапеции, проведена парал­
лельная основаниям трапеции хорда окружности длины 5. Найти 
длину диагонали трапеции и площадь трапеции.

124** МГУ. Ф-т вычислительной математики и кибернетики, 2001
Трапеция с основанием л/8 и высотой л/З+л/2 вписана в окружность 

радиуса л/б. Каждый из четырёх отсекаемых сторонами трапеции сег­
ментов отражён внутрь трапеции симметрично относительно отсека­
ющей его стороны. Найдите площадь фигуры, состоящей из тех точек 
трапеции, которые не принадлежат ни одному из отражённых внутрь 
неё сегментов.

125* Централизованное тестирование, 2003
Если окружность, проходящая через вершины А, В и В  трапе­

ции АВСВ с основанием ВС = 5 и диагональю ВВ  = 8, касается 
прямых ВС и СБ, то основание АО равно:

1)64/5; 2)л/40; 3)8;4)11; 5)л/89.

126* МГУ. Географический ф-т, 2006
Периметр трапеции АВСВ  равен 46. Окружность пересекает 

основание АВ в точках К  и ! ,  сторону ВС — в точках М  и Ы, осно­
вание СВ — в точках Р и К, сторону АО — в точках 8 и Т> причем 
АК  < АО, СЫ < СМ, СР < СВ, А Т < А 8 ,К Ь  = М М = 1,РК  = 8 Т = 7 , 

1
А Т = 3, СР = - .  Найти основания трапеции.

127*. МГУ. Мех-мат, 2005 
На основании ВС трапеции АВСВ взята точка Е, лежащая на од­

ной окружности с точками А, С и В. Другая окружность, проходя­
щая через точки А, В и С, касается прямой СВ. Найти БС, если 
АВ = 12 и ВЕ : ЕС = 4 :5 .  Найти все возможные значения отноше­
ния радиуса первой окружности к радиусу второй при данных 
условиях.
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128* МГУ. Социологический ф-т, 2003
Четырёхугольник АВСВ вписан в окружность. Радиус окруж­

ности равен 2, сторона АВ равна 3. Диагонали АС и ВВ  взаимно 
перпендикулярны. Найти СБ.

129. МГУ. Мех-мат, 2002
Четырёхугольник АВСВ вписан в окружность. Точка X  лежит 

на его стороне АБ, причём В Х  11 СВ и СХ 11 БА. Найти БС, если 
3

А Х  = — и БХ  = 6. 
а

130. МГУ. Экономический ф-т, 2003
Площадь четырёхугольника РфББ равна 48. Известно, что РС? = 

фБ = 6, ББ = 8Р и ровно три вершины Р, и Б  лежат на окружно­
сти радиуса 5. Найдите длины сторон В8 и БР.

131. Омский гос. технич. университет, 2004
На плоскости даны точки: М(-2;0), 7У(10;4), К(6;3) и Б(1;1). На од­

ной прямой лежат только: А) М,Ы,К; Б) М, А, Ь; В) А, К, Ь;
Г) М 9 К, И, Ь; Д) среди приведенных ответов нет правильного.

132. Ярославский гос. педагогич. университет им. К.Д. Ушинского, 2002
На плоскости задан треугольник с вершинами А(1,2), Б(3,3) и 

С(7,7). Найти длину его медианы АМ.

133*. Московский авиационный институт (гос. технич. ун-т) МАИ, 2000
На координатной плоскости Оху расположен треугольник, вы­

сота которого принадлежит оси абсцисс, биссектриса лежит на 
прямой у=2 ху а медиана принадлежит прямой V = кх. Найти вели­
чину углового коэффициента к , если известно, что к < 0.

134. МГУ. Высшая школа бизнеса, 2003
Найдите стороны параллелограмма АБСБ, если известны коор­

динаты двух его противоположных вершин А (-2; 1), С (6; -1) и 
точки М  (2; -2), являющейся серединой стороны АБ.

135. Московский автомобильно-дорожный институт (гос. технич. ун-т), 2003 
АВСВ — трапеция, у которой нижнее основание АВ  в 3,5 раза

длиннее верхнего БС. Найдите координаты точки С, если извест­
но, что А  (0,5; 0,5), В (4; 2,5), Л (11; -3).



136. Санкт-Петербургский гос. электротехнич. университет «ЛЭТИ», 2006
В равнобедренной трапеции КЬМЫ даны координаты вершин К  

(-6;1), Ь (-4;2) и N  (-2;-2). МЫ — боковая сторона трапеции. Най­
ти координаты вершины М.

137. МГУ. Экономический ф-т, 2001
На координатной плоскости заданы точки А  (0; 2), В (1; 7), 

С(10;7) и Б  (7; 1). Найдите площадь пятиугольника АБСББ, где Б 
— точка пересечения прямых АС и ББ.

138. Волгоградская гос. архитектурно-строительная академия, 2002 

Найти длину вектора АБ , если А (-1,-2) и Б (4, 10).

139. Санкт-Петербургский гос. электротехнич. университет «ЛЭТИ», 2005 
Даны векторы а{-1;-1} и &{3;-1}. Найти угол между векторами

(2а+Ъ) и Ь.

140. Санкт-Петербургский гос. электротехнич. университет «ЛЭТИ», 2003 
Найти угол между векторами а и (56+с), если известно, что

угол между векторами аиЪ равен агссоз^-— вектор а перпенди­

кулярен вектору с, а длина вектора (5Ъ+с) в 7 раз больше длины 
вектора Ь.
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ГЛАВА 5. ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО 
РЕШЕНИЯ

Задачи этой главы снабжены только ответами. При их реше­
нии помощниками будут Ваши собственные эрудиция и сообра­
зительность. Однако уровень сложности большинства при­
ведённых задач, по нашему мнению, вполне доступен изучивше­
му наше пособие. Надеемся, что успехи в их решении, подвигнут 
Вас к дальнейшему самостоятельному более углублённому изу­
чению геометрии.

Успехов Вам!

1* Красноярский гос. технич. университет, 2002
В следующее высказывание: «Точка пересечения биссектрис 

треугольника является ...» вставьте нужную по смыслу фразу: а) 
центром описанной окружности; б) центром вписанной окруж­
ности; в) центром тяжести треугольника; г) ортоцентром треуго­
льника.

2. Красноярский гос. технич. университет, 2000
Какая из следующих троек чисел может представлять собой 

стороны треугольника: 1) (12,17, 22); 2) (12, 31, 50);
3) (7, 20, 33); 4) (10, 24, 38); 5) (11, 28, 45)?

3. Ульяновское высшее авиационное училище гражданской авиации, 2005 
Гипотенуза равнобедренного прямоугольного треугольника

равна 6д/2. Найти его периметр.

4. Российский гос. профессионально-педагогич. университет (Екатеринбург), 2003 
В прямоугольном треугольнике длина гипотенузы равна 10 см,

а один из острых углов — 30°. Найти периметр треугольника.
5. Пермский регионал. институт педагогических информационных технологий, 2000 

В прямоугольном треугольнике с острым углом а  гипотенуза
равна л/2. Сумма катетов составляет:

1)л/2 з т 2 —; 2) л/2 соз2 —; 3)2соз^—- а  ; 4 ) 2 з т ^ - а ^  5)2соз2а.



6. Московский автомобильно-дорожный институт (гос. технич. ун-т), 2003
В прямоугольном треугольнике известна длина катета, равная 

60, и длина гипотенузы, равная 75. Вычислить площадь треуголь­
ника: 1) 800; 2) 1500; 3) 2250; 4) 2700; 5) 1350.

7. Московский автомобильно-дорожный институт (гос. технич. ун-т), 2003
В прямоугольном треугольнике АВС: АВ = 90°, катет АВ = 3, 

3
соз АА =-. Найти катет ВС. 1) 1,5; 2) 6; 3) 5; 4) 4; 5) 1,8.5

8. МГУ. Филологический ф-т, 2005
Найти площадь круга, описанного около прямоугольного тре­

угольника, катеты которого являются корнями уравнения 
х 2 -4х+2 = 0.

9. Военный университет радиационной, химич. и биологич. защиты, 2001 
Чему равна медиана прямоугольного треугольника, проведен­

ная к гипотенузе? Ответ обосновать.

10. Ульяновское высшее авиационное училище гражданской авиации, 2006
В прямоугольном треугольнике медиана, проведенная к гипоте­

нузе, равна 6. Определить периметр треугольника, если отноше- 
3

ние катетов равно

11. Московский гос. университет инженерной экологии, 2003
Найти периметр прямоугольного треугольника, если его пло­

щадь В = 24 см2, а длина медианы, проведенной к гипотенузе, 
I = 5 см.

12. Московский автомобильно-дорожный институт (гос. технич. ун-т), 2003
В прямоугольном треугольнике МЫР точка С — середина ги­

потенузы М Р. Найти острые углы треугольника МЫР, если 
АСЫР = 10°.

1) 45°;45°; 2) 70°;20°; 3) 30°;60°; 4) 10°;80°; 5) 40°;50°.

13. МГУ. Геологический ф-т, 2005
1

В треугольнике АВС угол С прямой, тангенс угла А равен - ,  ме-4
диана ВВ  равна 4ь. Найдите площадь треугольника АВР) и радиус 
окружности, описанной вокруг треугольника АВР).
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14. Московский гос. университет инженерной экологии, 2000
В прямоугольном треугольнике АВС на гипотенузу АВ опущена 

высота СК. Найдите площадь треугольника АВС (в см2), если 
АК  = 3,6 см, ВК  = 6,4 см.

15. Мичуринский гос. аграрный университет, 2003
Круг описан около прямоугольного треугольника, один из кате­

тов которого равен 6 см, а угол, лежащий против этого катета, ра­
вен я/6 . Тогда площадь круга равна:

1) 6л см2; 2) 9л см2; 3) 36л см2; 4) 144л см2; 24л см2.

16. Московский автомобильно-дорожный институт (гос. технич. ун-т), 2005 
Радиус окружности, вписанной в прямоугольный треугольник,

равен 3. Один из катетов треугольника равен 7. Найдите другой 
катет треугольника.

1)16; 2) 20; 3)24; 4) 30; 5) 32.

17. Московский военный институт, 2001
В прямоугольный треугольник вписана окружность радиуса 4. 

Найти периметр треугольника, если гипотенуза равна 26.

18. Тверская гос. сельскохозяйственная академия, 2004
В прямоугольном треугольнике точка касания вписанной 

окружности делит гипотенузу на отрезки 5 см и 12 см. Найти ка­
теты треугольника.

19. Военно-технич. университет ФССС РФ, 2001
В прямоугольный треугольник вписана окружность. Точка ка­

сания окружности и гипотенузы делит гипотенузу на отрезки 3 и
10. Найти больший катет.

20. Казанский гос. технологич. университет, 2001
Найти площадь прямоугольного треугольника, если диаметр 

описанной окружности равен 15, а радиус вписанной окружности 
равен 3.

21. МГУ. Ф-т почвоведения, 2001
В треугольнике АВС угол АВС равен 90°, АВ = ВС = 2. На основа­

нии АС взяты точки К  и В так, что три угла между ВА и ВК, В К  и 
ВЬ, ВЬ и ВС соответственно равны между собой. Найти длину от­
резка ВК.
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22. МГУ. Ф-т государственного управления, 2006
В прямой угол равнобедренного треугольника с гипотенузой 

6л/2 вписан круг радиуса 2. Найдите площадь той части круга, ко­
торая лежит вне этого треугольника.

23. Ульяновское высшее авиационное училище гражданской авиации, 2005 
Периметр равнобедренного треугольника равен 7, а сумма его

боковых сторон в 2,5 раза больше основания. Найти длину боко­
вой стороны.

24. Мичуринский гос. аграрный университет, 2002
Если в равнобедренном треугольнике угол при вершине равен 

40°, то угол между основанием и высотой, проведенной к боковой 
стороне, равен: 1) 20°; 2) 30°; 3) 35°; 4) 60°; 5) 45°.

25. Московский гос. социально-гуманитарный институт, 2001
Найти площадь равнобедренного треугольника, если его осно­

вание равно 24, а боковая сторона 15.

26. Военно-технич. университет ФССС РФ, 2000
Высота равнобедренного треугольника равна 14. Основание от­

носится к боковой стороне как 48 : 25. Найти основание треуголь­
ника.

27. Алтайский гос. технич. университет им. И. И. Ползунова (Барнаул), 2000
В равнобедренном треугольнике высота равна 45, а основание 

относится к боковой стороне как 4 :3 . Определить радиус вписан­
ного круга.

28. Астраханский инженерно-строительный институт, 2001
Периметр равнобедренного треугольника (2+л/з) см, угол при 

вершине равен 120°. Найдите стороны треугольника.

29. Костромской гос. университет им. Н.А. Некрасова, 2001
В равнобедренном треугольнике основание равно л/84, а угол 

при основании равен 30°. Найти длину медианы, проведенной к 
боковой стороне.

30. Гос. университет — Высшая школа экономики, 2001
В равнобедренном треугольнике с боковой стороной а и углом при 

вершине а=агссоз(0,9) расстояние между основаниями медианы и
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высоты, опущенных на боковую сторону из одной и той же вершины 
основания, равно: 1)0,1а. 2) 0,2а. 3)0,3а. 4) 0,4а. 5) 0,5а.

31. МГУ. Геологический ф-т, 2002
В равнобедренном треугольнике АВС с основанием АС проведе­

ны биссектриса С1) и прямая Ь Е У перпендикулярная СЬ (точка Е 
лежит на прямой АС). Найдите площадь треугольника АВС, если 
СЕ = 4 м, СА = 3 м.

32. МГУ. Геологический ф-т, 2001
Прямая, проходящая через вершину основания равнобедренно­

го треугольника, делит его площадь пополам, а периметр тре­
угольника делит на части 4 м и 6 м. Найдите площадь треугольни­
ка и укажите, где лежит центр описанной окружности: внутри 
или вне треугольника?

33. МГУ. Ф-т почвоведения, Ф-т глобальных процессов, 2007
Периметр равнобедренного треугольника АВС равен 18. Через сере­

дину И основания АВ проведена прямая, пересекающая сторону ВС в 
точке К  и делящая площадь треугольника АВС в отношении 5:2, при 
этом угол АВК  равен 135°. Найти площадь треугольника АВС.

34. Сибирский гос. университет путей сообщения (Новосибирск), 2004
Дан равносторонний треугольник АВС площади 5. Параллельно 

его сторонам и на равном расстоянии от них проведены 3 прямые, пе­
ресекающиеся внутри треугольника и образующие новый треуголь­
ник А 1В1С1 площади С). Найти расстояние между параллельными 
прямыми АВ и А 1В1.

35. Государственный университет управления (ГУУ) (Москва), 2002 
Периметр треугольника равен 56 см. Найти длину медианы это­

го треугольника, если она делит его на два треугольника с перимет­
рами 44 см и 42 см.

36. МГУ. Социологический ф-т, филологический ф-т, 2007
Периметр треугольника РС}В равен 50, РВ= 13, а высота, опу­

щенная на В , равна 5. Найти площадь треугольника.

37. Академия Гос. противопожарной службы МЧС РФ (Москва), 2001
В треугольнике углы при основании равны 30° и 45°. Высота 

треугольника равна 6. Найти периметр треугольника.



38. МГУ. Социологический ф-т, 2005
Высота треугольника, равная 1, делит угол треугольника в от­

ношении 2 : 1, а основание треугольника — на части, большая из 
4

которых равна - . Определить площадь треугольника, 
о

39. Арзамасский гос. педагогии, институт, 2005
Если одна из сторон треугольника на 3 см меньше другой, высо­

та делит третью сторону на отрезки длиной 5 см и 10 см, то пери­
метр треугольника равен: 1) 25; 2) 40; 3) 32; 4) 20; 5) 42.

40. Финансовая академия при Правительстве РФ, 2000
Высота треугольника, равная 4, разделяет основание его на 

два отрезка, относящиеся как 1 :8 . Найти длину отрезка, парал­
лельного высоте и разделяющего треугольник на две равновели­
кие части.

41. Централизованное тестирование, 2001
4

Если в треугольнике АВС заданы АС=6, ВС=5, зтС=~, и угол С
5

тупой, то длина стороны АВ равна:
1)793; 2)795; 3)797; 4)^99; 5)7101.

42. Московский автомобильно-дорожный институт (гос. технич. ун-т), 2004
В треугольнике АВС даны длины трех сторон ВС, АС и АВ, 

равные соответственно 39, 56 и 25. Вычислить радиус описанной 
около этого треугольника окружности.

1) 80; 2) 32,5; 3) 56; 4) 65; 5) 25.

43. ЕГЭ, 2003
Площадь треугольника АВС равна 20л/3. Найдите АС, если сто­

рона АВ равна 8 и она больше половины стороны АС, а медиана 
ВМ  равна 5.

44. Ростовский гос. университет путей сообщения, 2001
В треугольнике АВС угол А вдвое больше угла В, АВ = 5, АС = 4. 

Определить сторону ВС.

45. МГУ. Социологический ф-т, 2002
Определить угол А треугольника между сторонами 2 и 4, если 

медиана, выходящая из вершины А, равна л/3.
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46. МГУ. Институт стран Азии и Африки, 2002
В треугольнике АВС даны длины сторон АВ = 4, ВС = 6 и биссек­

триса В!) = Зл/2. Найдите длину медианы СЕ.

47. Санкт-Петербургский гос. электротехнич. университет «ЛЭТИ», 2004
В треугольнике АВС длина стороны АВ равна 6л/2, длина сторо-

1
ны АС равна 10, а АА+АС = ~АВ. Найти площадь треугольника.

о

48. Московский авиационный институт (гос. технич. ун-т) МАИ, 2003
Одна из сторон треугольника равна л/13 см, а противолежащий 

ей угол равен 60°. Найти радиус вписанной в треугольник окруж­
ности, если площадь треугольника равна Зл/З см2.

49. МГУ. Физический ф-т, 2000
На стороне АС треугольника АВС взята точка А г, а на продол­

жении стороны ВС взята точка Сх (С между В и Сг). Длина отрезка 
А;С равна 85% длины стороны АС, а длина отрезка ВСг равна 120% 
длины стороны ВС. Сколько процентов площади треугольника 
АВС составляет площадь ААг ВСг ?

50. Казанский гос. педагогич. университет, 2002
На стороне ВС треугольника АВС взята точка М  так, что АМ  де­

лит медиану ВК  пополам. Найдите отношение площади треуголь­
ника АМС к площади треугольника АВС.

51. МГУ. Физический ф-т, 2000
В треугольнике АВС: АВ = а, АС = Ь, точка О — центр описанной 

окружности. Прямая ВВ, перпендикулярная прямой АО, пересе­
кает сторону АС в точке В. Найти СВ.

52. МГУ. Институт стран Азии и Африки, 2006
В треугольнике АВС проведены медиана АЕ и биссектриса СВ, 

пересекающиеся в точке М. Через точку М  проведена прямая, па­
раллельная стороне АС и пересекающая стороны АВ и ВС в точках 
Р ы () соответственно. Найдите радиус окружности, описанной 
около треугольника РВС3, если длина стороны АС равна Зл/З, длина

строны ВС равна 4>/3, величина угла АСВ равна —.
о
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53. Московский гос. ин-т радиотехн., электроники и автоматики (технич. ун-т) 
МИРЭА, 2000

В треугольнике АВС с углом А = 120° проведена биссектриса АО. 
На сторонах АС и АВ  взяты соответственно точки К  и Т так, что АК = 
АТ = АТ). Через точку К  проведена прямая, параллельная АО до пе­
ресечения с продолжением стороны АВ в точке Е. Из точки В опу-

15л/з
щен перпендикуляр IX? на сторону АВ. Известно, что ТК  = —-—,Сл

35
В1) = — Найти отрезок нЕ  и стороны треугольника АВС.

сл

54. Российский гос. университет нефти и газа им. И.М. Губкина, 2002 
Определить длины сторон треугольника, если они выражают­

ся целыми числами и являются последовательными членами 
некоторой арифметической прогрессии, причем периметр треу­
гольника равен 15.

55. Рязанская гос. радиотехническая академия, 2001
В круг радиуса 5 вписан равнобедренный треугольник. При ка­

ком соотношении сторон этот треугольник будет иметь наиболь­
шую площадь?

56. Нижнекамский муниципальный институт, 2002
Периметр прямоугольника равен 60 см. Одна сторона больше 

другой на 10 см. Найти меньшую сторону прямоугольника.

57. Московский автомобильно-дорожный институт (гос. технич. ун-т), 2004 
Найти периметр прямоугольника, если его площадь равна

120 и одна из его сторон равна 12.
1) 22; 2) 44; 3) 24; 4) 10; 5) 1440.

58. Дальневосточный гос. технич. рыбохозяйств. университет (Владивосток), 2006 
Е — середина стороны ВС прямоугольника АВСВ, площадь кото-

5
рого равна 40 см2. Косинус угла ЕАВ равен Найти периметр 

прямоугольника АВСВ.

59. Академия экономической безопасности МВД РФ, 2000
На сколько процентов изменится (уменьшится или увеличится) 

площадь прямоугольника, если одну сторону уменьшить на 30 %, 
а другую увеличить на 30 % ?
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60. Академия Гос. противопожарной службы МЧС РФ (Москва), 2002 
Диагональ прямоугольника равна 5 см, а периметр 14 см. Най­

ти стороны прямоугольника.

61. Сибирский гос. индустриальный университет (Новокузнецк), 2006 
Большая сторона прямоугольника равна л/10, а косинус угла

между диагоналями равен 0,25. Найти длину диагонали прямо­
угольника.

1) 2; 2) 2л/2; 3) л/10; 4) 4; 5) 5.

62. Кузбасская гос. педагогич. академия (Новокузнецк), 2005
Точки М  и Р делят смежные стороны АВ  и ВС прямоугольника 

АВСЕ в отношении 3:4 и 4:5 соответственно, считая от их общей 
вершины Б. Найдите отношение площади пятиугольника АМРСЕ 
к площади исходного прямоугольника.

63. Красноярский гос. технич. университет, 2002 
Диагонали ромба равны 5 и 12. Найти сторону ромба.

64. Пермский регионал. институт педагогических информационных технологий, 2000 
Если сторона ромба равна 5, а меньшая диагональ 6, то его боль­

шая диагональ равна:
1)8; 2)6; 3) 10; 4) 16; 5) 12.

65. Сибирский гос. индустриальный университет (Новокузнецк), 2005 
Высота ромба равна 3, а его острый угол равен 30°. Найти пло­

щадь ромба.
1)2; 2)5; 3)8; 4) 12; 5) 18.

66. Московский гос. ин-т радиотехн., электроники и автоматики (технич. ун-т) 
МИРЭА, 2002

В ромбе, площадь которого равна 15, одна диагональ больше 
другой в 3 раза. Найти сторону ромба.

67. Красноярская гос. академия цветных металлов и золота, 2001
Длины диагоналей ромба относятся как 1 : 2, а площаль ромба 

равна 12см2. Найти длину стороны ромба.

68. Орловская региональная академия государственной службы, 2006 
Диагональ ромба, равная 6 см, лежит против угла в 60°. Найти

площадь ромба.



69. Альметьевский нефтяной институт, 2001; Казанский гос. технологич. 
университет, 2004

Вершина А  ромба соединена с серединами сторон ВС и СВ точ­
ками К  и М  соответственно. Найти площадь ромба АВСВ, если 
площадь треугольникаАЕМравна 3. 1)7; 2) 9; 3) 6; 4) 5; 5) 8.

70. МГУ. Географический ф-т, 2001
Стороны ромба ЕРОН являются гипотенузами равнобедренных 

прямоугольных треугольников ЕАР, ВВС, ССН, Н ВЕ , причём все 
эти треугольники имеют общие внутренние точки с ромбом 
ЕРОН. Сумма площадей четырёхугольника АВСВ и ромба ЕРОН 
равна 12. Найти ОН.

71. Московский технич. университет связи и информатики МТУСИ, 2006
Две стороны параллелограмма относятся как 3 : 4, а его пери­

метр равен 2,8 м. Определите стороны параллелограмма.

72. Челябинский гос. агроинженерный университет, 2000
Тупой угол параллелограмма равен 135°, а высоты 10 и 20. Най­

ти площадь параллелограмма.

73. Московская гос. академия тонкой химич. технологии (МИТХТ), 2000
В параллелограмме с диагоналями л/ТТ и л/15 стороны относятся 

как 2:3. Найти длину меньшей стороны.

74. Псковский политехнич. институт — филиал С-Петербургского гос. технич. 
ун-та, 2000

В параллелограмме АВСВ смежные стороны относятся как 1 :2 .  
Середина М  большей стороны АВ соединена с вершинами С и В. Оп­
ределить угол СМВ. а)300; б)600; в)45°; г) 900; д) 75°; е) 1200.

75. Московский гос. университет инженерной экологии, 2002
В параллелограмме с последовательными вершинами А, В, С и В на 

стороне АВ взята точка М  так, А М : МВ = 5 : 3, а на стороне СВ взята 
точка N  так, что СИ : ИВ = 1 :7 .  Найти площадь параллелограмма 
АВСВ (в см2), если площадь четырехугольника МВСИ равна 13 см2.

76. Арзамасский гос. педагогич. институт, 2001
Длина стороны АВ параллелограмма АВСВ равна 2, А В А В=45°. 

Точки Е и Р расположены на диагонали ВВ, причём /АЕВ=АСРВ  
о 3= 90 , ВР = — ВЕ. Найти площадь параллелограмма.
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77. Московский гос. институт электронной техники (технич. ун-т), 2000
Дан параллелограмм АВСВ. Биссектриса угла А пересекает сторону 

ВС и продолжение стороны ОС в точках М и К  соответственно. Извест­
но, что АО =11 см, ВК = 14 см, СК = 5 см. Найти длину отрезка АМ.

78. Московский гос. технич. университет «МАМИ», 2005
В параллелограмме АВСО со стороной АО = 21 проведена бис­

сектриса угла А, проходящая через точку Р на стороне ВС. Найди­
те периметр трапеции АРСО, если ее средняя линия равна 14, а 
диагональ РО = л/241.

79*. МГУ. Ф-т вычислительной математики и кибернетики, 2003
Дан параллелограмм АБСО, у которого АВ  = 3, АО = л/3+1 и 

АБАО = 60°. На стороне АБ взята такая точка Я, что А К : КВ = 2:1. 
Через точку К параллельно АО проведена прямая. На этой прямой 
внутри параллелограмма выбрана точка Б, а на стороне АО выбра­
на точка М  так, что АМ  = КЬ. Прямые ВМ  и СЬ пересекаются в 
точке N. Найдите величину угла ВКЫ.

80. Петербургский гос. университет путей сообщения, 2000
В равнобедренной трапеции высота равна средней линии. Най­

дите угол между диагоналями.

81. Московский гос. университет инженерной экологии, 2004
В равнобедренной трапеции высота равна 15 см, а диагональ 

равна 17 см. Найти площадь трапеции.

82. Военный инженерно-космический ун-т им. А. Ф. Можайского (С-Петербург), 2000 
Около круга радиуса 7з описана равнобедренная трапеция с уг­

лом а  =60° при основании. Найдите периметр этой трапеции.

83. Казанский гос. технологии, университет, 2003
Найти среднюю линию равнобедренной трапеции, у которой 

диагональ является биссектрисой острого угла, а периметр и боль­
шее основание равны, соответственно, 48 и 18.

1)14; 2) 16; 3) 10; 4) 12; 5) 15.

84. Орловский гос. институт экономики и торговли, 2005
В равнобочной трапеции диагональ является биссектрисой ост­

рого угла и делит ее среднюю линию на отрезки, равные 7,5 см и 
12,5 см. Найти длины сторон этой трапеции.



85» Томский гос. университет систем управления и радиоэлектроники, 2000 
Боковые стороны и меньшее основание трапеции равны и име­

ют длину 50. Найти длину большего основания, если угол при ос­
новании равен 60°.

86. МГУ. Химический ф-т и Ф-т наук о материалах, 2004
Известно, что трапеция АВСВ — равнобедренная, ВС \ | АВ  и 

ВС > АО. Трапеция ЕСВА также равнобедренная, причём АЕ 11 ОС 
и АЕ>ВС. Найти ВЕ , если известно, что косинус суммы углов 

1
АСВЕ и АВВА равен - ,  а ОЕ = 7.

о

87. Казанский гос. технологич. университет, 2000
Дана прямоугольная трапеция. Меньшее её основание равно её 

высоте и равно 10. Найти квадрат меньшей диагонали трапеции.

88. МГУ. Физический ф-т, 2004
В трапеции Р($В8 (С$В 11 РВ) РС31_ Р8 , ЯВ = 8, Р8 = 12, точки А и 

С — середины сторон Р(? и В8 соответственно, точка В на отрезке 
АС, такая что АВ : ВС = 4 :1 .  Прямая РВ перпендикулярна к сто­
роне РВ. Найти площадь трапеции Р()В8.

89. Московский гос. горный университет, 2000
В трапеции АВСВ известны длины оснований 8 и 24 и длины 

диагоналей 13 и 5л/17. Вычислите площадь трапеции.

90. Альметьевский нефтяной институт, 2000
Боковые рёбра трапеции пересекаются при их продолжении под 

углом 90°. Меньший острый угол равен 30°. Меньшее боковое ребро 
равно 1. Средняя линия равна 3. Найти длину большего основания.

91. Институт криптографии, связи и информатики Академии ФСБ РФ, 2000
В трапеции АВСО (ВС 11 АВ) точка М  делит диагональ АС попо­

лам, а точка К  делит сторону СВ в отношении 1 : 3 (3СК = КВ). 
Найти отношение площади треугольника М КВ  к площади трапе­
ции АВСВ, если АО = 4ВС.

92. Междунар. университет природы, общества и человека «Дубна», 2002
В трапеции АВСВ точки Р и В выбраны на боковых сторонах АВ и 

СВ соответственно так, что ЗАР = 2РВ и 2СВ = 5ВО. Найти отноше­
ние площадей треугольников ААС8 и ААРС, если 4ВС = АО.
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93. МГУ. Филологический ф-т, 2001
В трапеции АВСБ стороны АВ и С Б  параллельны и С Б  = 2АВ. 

На сторонах АО и ВС выбраны соответственно точки Р и так, что 
БР  : РА = 2, В(? : ОС = 3 : 4 .  Найти отношение площадей че­
тырёхугольников АВфР и СБР($.

94. МГУ. Олимпиада «Ломоносов», 2005
Найти площадь трапеции АВСО с боковой стороной СО = 3, 

если расстояния от вершин А и В до прямой СО равны 5 и 7 соот­
ветственно.

95. Ростовский гос. строительный университет, 2003
Биссектрисы тупых углов при основании трапеции пересекают­

ся на другом ее основании. Найти наибольшую из сторон трапе­
ции, если ее высота равна 12 см, а длины биссектрис 15 и 13 см.

1) 25; 2) 17,2; 3) 33,9; 4) нет правильного ответа; 5) 14; 6) 24;
7) 21; 8) 29,4; 9) 17.

96. Брянская гос. инженерно-технологич. академия, 2001
Длина боковых сторон трапеции 8 и 6. Известно, что в трапе­

цию можно вписать окружность. Средняя линия трапеции делит 
ее на две части, отношение площадей которых равно 5/11. Найти 
длины оснований трапеции.

97. МГУ. Ф-т психологии, 2005
В выпуклом четырёхугольнике КЬМИ  диагонали ЬЫ и КМ  рав­

ны стороне КЬ. Найти угол ЬМИ  и сторону КЬ , если угол МИК  
прямой, ЬМ = 3, КИ = 4.

98. МГУ. Геологический ф-т, 2007
Площадь четырехугольника АВС Б  равна 14, радиус вписанной 

в него окружности равен 2, а длины сторон АВ и ВС равны 4 и 5 со­
ответственно. Чему равны длины сторон А Б  и СБ?

99*. МГУ. Ф-т вычислительной математики и кибернетики, 2005
На стороне КЬ выпуклого четырехугольника КЬМЫ  выбра­

на точка А так, что /Л И К  = АКЬИ  и /Л М К  = /.КЬМ. Утроен­
ный квадрат отношения расстояния от точки К  до прямой М И  
к расстоянию от точки М  до прямой КИ  равен 2, М7У= 15. Най­
дите радиус окруж ности, описанной около треугольника 
КМИ.
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100» Ярославский гос. технич. университет, 2006
Если ААУ АВ, АС и АВ  — внутренние углы выпуклого че­

тырёхугольника АВСВ и АА = 170°, А В - 160°, с1&АС = 6, то 1&АВ 
равен:

24-37л/3 37л/3-24 37/3+24 24-37л/3 37л/3-24
^  107 ’ 2) 33 ’ 3) 107 ’ 4) 33 ’ 5) 107 ’

101» Смоленский гос. педагогии, университет, 2001 
Ломаную границу АВС  двух по­

лей ( см. рис. 1) требуется заменить в ^
отрезком прямой так, чтобы пло­
щади полей не изменились. Как это 
сделать? Рис-г-

102» Кузбасский гос. технич. университет (Кемерово), 2004
Радиус круга уменьшили на 10%. На сколько процентов умень­

шится площадь круга?

103» МГУ. Институт стран Азии и Африки, 2000
Определить радиус окружности, если вписанный в неё угол со 

сторонами, длины которых равны 1 и 2, опирается на дугу 120°.

104. МГУ. Физический ф-т, 2005
На окружности взяты последовательно точки Р, (?, К и 8, Р(? = Р8. 

Отрезки РЕ и С?Б пересекаются в точке Т, ЕС? = д, ББ = з, ЕТ  = I. 
Найти РТ.

105. Мичуринский гос. аграрный университет, 2001
В окружности пересекающиеся хорды АБ и СВ перпендикуляр­

ны, А В  = пг, ВС = п. Найти диаметр окружности.
106. Иркутский гос. технич. университет, 2000

Из точки А к окружности с центром О и радиусом 8 см прове­
дены касательные АБ и АС (Б и С — точки касания). Найти АБ, 
если АВАС = 60°.

1) 8; 2)8л/3; 3) 10; 4) 16; 5) нет правильного ответа.

107. Дальневосточный гос. технич. рыбохозяйств. университет (Владивосток), 2005 
Из точки А к окружности радиуса 7,5 см проведены две каса­

тельные длиной 10 см. Найти расстояние от точки А до хорды, со­
единяющей точки касания.
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108» Московский педагогич. гос. университет, 2005
Прямые КВ и КС касаются окружности с центром в точке О в точках 

Б и С соответственно. Найти площадь круга, если КО = 10, а ВС = 6.

109. Московский гос. социально-гуманитарный институт, 2000
Из точки А, не лежащей на окружности, проведены касатель­

ная длины 16 см к окружности и секущая. Найти радиус окруж­
ности, если расстояние от точки А до одной из точек пересечения с 
окружностью равно 32 см, а секущая удалена от центра окружно­
сти на 5 см.

110. МГУ. Ф-т психологии, 2006
Прямая, проходящая через точку К , пересекает окружность в 

точках 1 и М  (точка Ь лежит между точками К  и М). Другая пря­
мая, проходящая через точку К , пересекает окружность в точках N  
и Р (точка N  лежит между точками К  иР). Продолжения отрезка ЬЫ 
за точку N  и отрезка МР за точку Р пересекаются в точке Б, ЬВ = 1, 
Ш  = 3КЬ. Найти МВ.

111. МГУ. Олимпиада «Ломоносов», 2005
На диаметре АБ окружности взяты точки С и Б , на его продол­

жении за точку В — точка Б, а на окружности — точка Б, причём 
ААРС = АВРЕ, АВАР = АВРВ , АБ = 8, СБ = 6 и ББ  = 5. Найти ВЕ .

112. Московский гос. институт стали и сплавов (технологич. ун-т) МИСиС, 2000 
Две окружности касаются внутренним образом. Прямая, про­

ходящая через центр меньшей окружности, пересекает большую 
окружность в точках А и Б, а меньшую — в точках Б и С, причем 
АБ:БС:СБ= 2:4:3. Найти отношение радиуса большей окружности 
к радиусу меньшей окружности.

113. МГУ. Социологический ф-т, Филологический ф-т, 2006

Окружности радиусов 7 и 3 касаются внутренним образом. В 
большей окружности существуют ровно три различные хорды, 
имеющие одинаковую длину и касающиеся меньшей окружности. 
Найти отрезки, на которые эти хорды делятся точками касания.

114. МГУ. Олимпиада «Ломоносов», 2006
Точки А, Б и С лежат на одной прямой. Отрезок АБ является 

диаметром первой окружности, а отрезок ВС — диаметром второй 
окружности. Прямая, проходящая через точку А, пересекает пер­



вую окружность в точке Б  и касается второй окружности в точке 
Е. Известно, что БЕ  = 6, ВЕ = 10. Найти радиусы окружностей.

115* Московский гос. университет инженерной экологии, 2001
Две одинаковые окружности радиуса В  и третья окружность 

радиуса г попарно касаются друг друга и имеют общую внеш­
нюю касательную. Найти г (в см), если площадь треугольника, 
образованного отрезками, соединяющими центры окружностей, 
5  = 147 см2.

116. Московский гос. университет инженерной экологии, 2002
Две одинаковые окружности с центрами О, и 0 2 и радиусом г 

касаются друг друга и касаются внутренним образом третьей 
окружности с радиусом К = 2 • г. Четвертая окружность с радиу­
сом г3 и центром 0 3 касается каждой из трех указанных окруж­
ностей. Найти г3 (в см), если площадь треугольника 0 г0 20 3 рав­
на 27 см2.

117. Ярославский гос. педагогии, университет им. К.Д. Ушинского, 2002 
Три окружности с центрами в точках А, Б и С и радиусами 1, 2 и

3 касаются друг друга внешним образом. Найдите радиус вписан­
ной в треугольник АВС окружности.

118. Московский гос. университет инженерной экологии, 2003 
Окружность радиуса гх = 4 см с центром Ох, касается окружно­

сти радиуса г2 =г1 с центром 0 2 и окружности радиуса г3 = 3^ с цен- 
тром03 .Найти площадь треугольника0 г0 20 3,если все три окруж­
ности имеют общую внешнюю касательную.

119* МГУ. Физический ф-т, 2004
Прямая, перпендикулярная к диаметру МЫ полукруга с радиу­

сом 5, пересекает этот диаметр в точке К (МК : КЫ = 2 : 8), а дугу 
полуокружности — в точке Ь. Найти радиус окружности, касаю­
щейся отрезков ЬКУ КЫ и дуги ЬЫ.
120. МГУ. Химический ф-т и Ф-т наук о материалах, 2000 

В угол вписано несколько окружностей, радиусы которых воз­
растают. Каждая следующая окружность касается предыдущей 
окружности. Найти сумму длин второй и третьей окружности, ес­
ли радиус первой равен 1, а площадь круга, ограниченного 
четвёртой окружностью, равна 64л:.
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121. МГУ. Ф-т почвоведения, 2002
Внутри прямоугольного треугольника помещены две окружно­

сти одинакового радиуса, каждая из которых касается одного из 
катетов, гипотенузы и другой окружности. Найти радиусы этих 
окружностей, если катеты треугольника равны а и Ь.

122* МГУ. Геологический ф-т, 2003
Прямоугольный треугольник АВС вписан в окружность. Из 

вершины С прямого угла проведена хорда СМ, пересекающая ги­
потенузу в точке К. Найдите площадь треугольника АВМ , если 
АК : АВ  = 1 :4 ,  ВС =л/2, АС = 2.

123. МГУ. Ф-т государственного управления, 2002
На окружности радиуса 3, описанной около правильного треу­

гольника, взята точка Е. Известно, что расстояние от точки Е до 
одной из вершин треугольника равно 5. Найдите разность рассто­
яний от точки Е до двух других вершин треугольника.

124. МГУ. Институт стран Азии и Африки, 2003
В правильный треугольник БЕЕ  вписана окружность радиуса г. 

Эта окружность касается внешним образом трех других окружно­
стей того же радиуса в точках касания сторон треугольника. Цент­
ры внешних окружностей соответственно Ох, 0 2, 0 3. Найдите пло­
щадь шестиугольника, получающегося при пересечении треуголь­
ников БЕР  и Ох0 2Ог .

125* Санкт-Петербургская гос. лесотехническая академия, 2000
Центр вписанной окружности делит высоту равнобедренного 

треугольника, опущенную на основание, на отрезки длиной 5 см и 
3 см, считая от вершины. Найти длины сторон треугольника.

126. МГУ. Институт стран Азии и Африки, 2001 
В треугольнике АВС даны длины сторон АВ

Сравните величину угла АОВ и 105°, если О — 
треугольник АВС окружности.

127. Ростовский гос. университет путей сообщения, 2002
В треугольник вписана окружность радиуса 4 см. Одна из сто­

рон треугольника разделена точкой касания на отрезки длиной 6 
см и 8 см. Найти периметр треугольника.

=л/7, БС=4иАС=Тз. 
- центр вписанной в



128. Российский заочн. институт текстильн. и лёгкой промышленности, 2001 
В треугольнике сторона БС=4, а разность двух других сторон 

АВ-АС=  2. Найти стороны треугольника, если радиус вписанной 
в него окружности г = 1.

129* Московский гос. горный университет, 2000
Периметр треугольника АВС равен 9, радиус вписанной в этот 

треугольник окружности — л/З. Найдите расстояние от центра 
вписанной окружности до вершины Б, если длина стороны АС 
равна 3,5.

130. МГУ. Биофак, Ф-тбиоинжен. и биоинформ., Ф-т фундам. медицины, 2002 
Длины сторон треугольника АБС равны 4, 6 и 8. Вписанная в

этот треугольник окружность касается его сторон в точках Б , Б и 
Б. Найти площадь треугольника БББ.

131. МГУ. Московская школа экономики, 2005
Окружность, вписанная в треугольник АБС, касается стороны 

БС в точке М. Найдите площадь треугольника АБС, если АС = 21, 
ВМ  = 9, а угол АБС равен 60°.

132. МГУ. Филологический ф-т, 2000
Через центр окружности, вписанной в треугольник АБС, прове­

ли прямую МИ  параллельно основанию АБ (М  лежит на БС, N  ле­
жит на АС). Найти периметр четырёхугольника АВМИ, если из­
вестно, что АБ = 5, МЫ = 3.

133. МГУ. Физический ф-т, 2002
Окружность, вписанная в треугольник ВС В, касается его сто­

рон в точках Б, М  и N. Площадь АВСВ в 4 раза больше площади 
АЬМИ. Найти отношение радиусов вписанной и описанной ок­
ружностей для АВСВ.

134. МГУ. Ф-т почвоведения, 2000
Биссектрисы внутренних углов треугольника продолжены до 

точек пересечения с описанной около треугольника окружно­
стью, отличных от вершин исходного треугольника. В результа­
те попарного соединения этих точек получился новый треуголь­
ник. Известно, что углы исходного треугольника равны 30, 60 и 
90 градусам, а его площадь равна 2. Найдите площадь нового тре­
угольника.
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135* Московский гос. институт электроники и математики (технич. ун-т), 2000 
Дан треугольник АВС (АВ = 39; ВС = 15; АС = 36). Найти: а) вы­

соту, проведенную из вершины С; б) тангенс половины угла треу­
гольника при вершине А; в) расстояние между центрами вписан­
ной в треугольник и описанной около него окружностей.

136* МГУ. Ф-т глобальных процессов, 2006
В треугольнике АВС со сторонами АВ = 6 и ВС = 4 проведена 

биссектриса ВВ, точка О — центр вписанной в треугольник АВС 
окружности, ВО :ОЬ = 3:1. Найдите радиус окружности, описан­
ной около треугольника АВВ.

137. МГУ. Ф-т психологии, 2004
Через вершины К  и М  прямоугольного треугольника КМЬ  с ка­

тетом КМ  = 7 проходит окружность диаметра 8. Прямая ВАГ каса­
ется этой окружности в точке N. Найти величину угла КМЫ и 
длину второго катета КЬ , если луч А!К делит угол В АГМ пополам.

138. МГУ. Ф-т почвоведения, 2006
В треугольнике АВС проведена биссектриса СБ. Окружность 

проходит через точку С, касается стороны АВ в точке I) и пересека­
ет стороны АС и ВС в точках К  и Ь соответственно. Прямые С!) и КЬ 
пересекаются в точке Т. Найти отношение СТ : ТБ, если АВ = 10, 
ВС = 9, АС = 11.

139. МГУ. Филологический ф-т, 2002
Окружность радиуса 2 проходит через середины трёх сторон тре­

угольника АВС, в котором величины угловА и В равны 30° и 45° со­
ответственно. Найти длину высоты, проведённой из вершины А.

140. Новосибирский гос. университет, 2005
В равнобедренном треугольнике АВС с боковыми сторонами АВ и 

ВС окружность с диаметром ВС пересекает стороны АВ и АС в точ­
ках М  и N  соответственно. Найти стороны треугольника АВС, если 
известно, что площади треугольников ВМАГ и ВСАГ равны 12 и 15.

141. МГУ. Физический ф-т, 2005
Вершина М  прямого угла в Л ВМАГ лежит внутри окружности с 

центром О и радиусом 8, проходящей через концы гипотенузы ВАГ, 
М Н  — высота АВМАГ. На прямой ВАГ взята точка К  так, что КН = 
ОН. Найти МК.
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142. МГУ. Физический ф-т, 2001
к

В треугольнике АВС: АВАС=~. Прямая, параллельная стороне
4

АС, пересекает стороны АВ  и ВС соответственно в точках М  и N. 
На отрезках АN  и СМ как на диаметрах построены окружности. 
Их общая хорда пересекает отрезок МЫ в точке В, МВ:ВN=  л/3:1. 
Найти АВСА.

143. МГУ. Ф-т вычислительной математики и кибернетики, 2007
В треугольнике АВС точка В  является основанием высоты, опу­

щенной из точки А на сторону ВС. Окружность диаметра 2л/2 про­
ходит через точки В и В  и касается внешним образом окружности, 
описанной около треугольника АСВ. Известно, что АС = 4>/2, 
ВС=6. Найдите величину угла АВС.

144. Российский гос. университет нефти и газа им. И.М. Губкина, 2000
В равнобедренном треугольнике АВС (АВ = ВС) проведены бис­

сектрисы АМ  и СN, точка их пересечения обозначена О. Известно, 
чтосозАВАС = 17/32,арадиус окружности, вписанной в треуголь­
ник АВС, равен 45. Найти радиус окружности, вписанной в че­
тырёхугольник ВМОЫ.

145* МГУ. Геологический ф-т, 2004
В треугольнике АВС угол В прямой, точка М  лежит на стороне

I— тс
АС, причём АМ:МС = V3:4 Величина угла АВМ равна —, ВМ = 8.

о
Найдите величину угла ВАС и расстояние между центрами ок­
ружностей, описанных вокруг треугольников ВСМ и ВАМ.
146. МГУ. Геологический ф-т, 2006

В прямоугольном треугольнике РС}К длина гипотенузы РС} рав-
тс

на 3, разность углов СРВ и Р(}К равна—, точка В  — середина РС}.5
Чему равно расстояние между центрами окружностей, описан­
ных вокруг треугольников КРВ и КС}Р1

147. МГУ. Ф-т почвоведения, 2004
В окружность радиуса 5 вписан квадрат. На окружности отмечена 

точка, расстояние от которой до одной из вершин квадрата равно 6. 
Найти расстояния от этой точки до трёх других вершин квадрата.



Четырёхугольник и окружность 215

148* Ростовский гос. университет путей сообщения, 2005
Сторона квадрата АВСО равна 1. Точки А и В лежат на окруж­

ности, а точки С и 1) вне окружности, длина отрезка касательной, 
проведенной из точки С к этой окружности, равна 2. Найдите 
квадрат диаметра окружности.

149. МГУ. Биофак, Ф-тбиоинжен. и биоинформ., Ф-тфундам. медицины, 2003 
В ромбе АВСВ через точки А, В, С проведена окружность с цент­

ром в точке 0 19 а через точки А, В, В проведена окружность с цент­
ром в точке 0 2. Известно, что отношение длины отрезка 0 Х0 2 к 
длине отрезка А 02 равно 4. Найти величину угла ^ВА 02.

150. Московский автомобильно-дорожный институт (гос. технич. ун-т), 2005 
Около окружности радиуса 2 описана равнобочная трапеция с

большим основанием 5. Найдите площадь этой трапеции.
1) 10; 2) 18,2; 3) 16,4; 4) 12; 5) 14.

151. МГУ. Физический ф-т, 2002
В равнобедренную трапецию вписана окружность радиуса 4, 

которая касается боковых сторон трапеции в точках В и С, 
32

В С --—. Найти площадь трапеции.5

152. Гос. университет — Высшая школа экономики, 2001
Если в описанной около круга равнобедренной трапеции рассто­

яние от центра этого круга до дальней вершины в четыре раза бо­
льше радиуса круга, то косинус острого угла трапеции равен:

1) 0,96. 2) 0,875. 3) 0,92.4) 0,25. 5)0,75.

153. МГУ. Биофак, Ф-тбиоинжен. и биоинформ., Ф-тфундам. медицины, 2004 
В равнобочной трапеции с основанием 1 и 4 расположены две

окружности, каждая из которых касается другой окружности, двух 
боковых сторон и одного из оснований. Найти площадь трапеции.

154. МГУ. Ф-т глобальных процессов, 2005
Найдите площадь трапеции АВСВ (ВС || АВ), вписанной в окруж­

ность с центром в точке О, если её высота равна 2, а угол СОВ равен 60°.

155. ЕГЭ, 2006
Трапеция АВСВ вписана в окружность. Найдите среднюю ли­

нию трапеции, если ее большее основание АВ равно 15, синус угла 
1 5

ВАС равен - , синус угла АВВ равен —.



156. МГУ. Геологический ф-т, 2000
В трапецию с основаниями длины 3 и 5 можно вписать окружность 

и около неё можно описать другую окружность. Вычислить площадь 
пятиугольника, образованного радиусами вписанной окружности, 
перпендикулярными боковым сторонам трапеции, её меньшим осно­
ванием и соответствующими отрезками боковых сторон.

157. Московский гос. институт стали и сплавов (технологич. ун-т) МИСиС, 2001
В трапеции АВСВ) боковая сторона АВ перпендикулярна осно­

ваниям АВ и ВС (АВ > ВС). В трапецию вписана окружность с цен­
тром в точке О.Через точки А, В и В проведена другая окружность 
радиуса 5 с центром в точке О,. Найти АВ, если 0 0 1 = 1.

158. МГУ. Биофак, Ф-тбиоинжен. и биоинформ., Ф-т фундам. медицины, 2006 
Выпуклый четырёхугольник АВСВ со сторонами АВ = 4, ВС = 3,

СВ = 2, АВ = 1 вписан в круг. Найти радиус этого круга.

159. МГУ. Ф-т государственного управления, 2004
Длины трёх сторон четырёхугольника, вписанного в окруж­

ность радиуса 2л/2, одинаковы и равны 2. Найдите длину 
четвёртой стороны.

160. Малый исследовательский университет (МИУ) (Москва), 2000 
Четырёхугольник КЬМИ  вписан в окружность. Через его верши­

ны проведены касательные к этой окружности, образующие также 
вписанный четырёхугольник. Найдите площадь четырёхугольника 
КЬМИ , если его периметр равенр , и МИ/МЬ  = 2, МЫ/КЬ = 8.

161. МГУ. Химический ф-т и Ф-т наук о материалах, 2003 
Четырёхугольник КЬМИ  вписан в окружность. Диагонали че­

тырёхугольника К М  и В/У перпендикулярны. Найти расстояние 
от центра окружности до стороны К1У, если ЬМ  = 4.

162. МГУ. Высшая школа бизнеса, 2004
Найдите периметр треугольника КЬМ, если известны коорди­

наты его вершин К  (-4 ;-3), Ь (2; 5) и точки Р (5; 1), являющейся 
серединой стороны ВМ.

163. Санкт-Петербургский гос. электротехнич. университет «ЛЭТИ», 2004 
Точки А(-5;6), В(-3;4) и С(1;-8) — вершины треугольника АВС.

Точка М лежит на стороне АВ, точка N  лежит на стороне ВС, а М1У
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— средняя линия треугольника. Написать уравнение прямой, со­
держащей среднюю линию МАГ, и найти длину отрезка МАГ.
164* Псковский политехнич. институт — филиал С-Петербургского гос. технич. 
ун-та, 2000

Найти косинусы углов треугольника с вершинами А (1; 1), Б (4; 
1), С (4; 5). а) 0,4; 0,6; 0; б) 0,6; 0; 0,8;
в) 0,8; 0; 0,4; г) 0,2; 0,4; 0,8; д) 0,4; 0,8; 0,6; е) 0,1; 0; 0,8.

165* МГУ. Ф-т почвоведения, 2005
На плоскости даны точки с координатами А = (-1,2), В = (-2,1), 

С = (-3, -3), В  = (0,0). Они являются вершинами выпуклого че­
тырёхугольника АВСВ . В каком отношении точка пересечения 
его диагоналей делит диагональ АС?

166* МГУ. Ф-т государственного управления, 2005
В четырёхугольнике Р(?ББ найдите точку Т так, чтобы отноше­

ние площадей треугольников ВС}Т и Р8Т  было равно 2 : 1, а тре­
угольников 8ВТ  и Р(?Т — 1:5 ,  если известны координаты всех его 
вершин: Р(б;-2), <2(3;4),Д(“ 3;4), 8 (0;-2).

167. МГУ. Ф-т государственного управления, 2001
На координатной плоскости заданы точки А (9; 1), Б (2; 0), Б  (1;

5) и Б (9; 7). Найдите площадь пятиугольника АБСББ, где С — 
точка пересечения прямых АБ и ББ.

168. МГУ. Институт стран Азии и Африки, 2006
Точки К , Б, М, АГ с координатами (-2;3), (1;4), (3;2), (—1;—1) ле­

жат на сторонах АБ, БС, СБ, БА квадрата АБСБ соответственно. 
Найдите его площадь.

169. Казанский гос. технологии, университет, 2000

В параллелограмме АБСБ даны точка В (2; 3), вектор АБ (1; 2) и 
точка пересечения диагоналей С} (5; 3). Найти сумму координат 
точки С. 1) 14; 2) 4; 3) 12; 4) 7; 5) 6.

170. Санкт-Петербургский гос. электротехнич. университет «ЛЭТИ», 2006 
Векторы (а+с-Ь) и (а+с +&) перпендикулярны. Длины векторов

аи с равны, а длина вектора а в 5 раз больше длины вектора^. Най­
ти угол между векторами а и с .

Метод координат. Векторы_________    217
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Треугольник

Обозначения: ауЬ, с — длины сторон ААВС, лежащих соответст-
а+Ъ+с

венно против углов а, Р,у; р = ~ — полу периметр; $ — пло­

щадь; Е  и г — радиусы описанной и вписанной окружностей; 
НаУт ау1а — длины высоты (АН1ВС)У медианы (СМ = МВ) и биссек­

трисы (АСАЬ = АЬАВ)у проведенных из вершины А.
Свойства треугольника
ос+Р+у = 180°;
а<Ъ+Су Ь<а+с, с<а+Ъ (неравенство треугольника); пусть с — 

наибольшая из трех сторон треугольника, тогда если с 2 <а2 +Ь2, 
то треугольник остроугольный; если с 2 =а2 +Ь29 то треугольник 
прямоугольный; если с 2 >а2 + Ь2, то треугольник тупоугольный.

Признаки равенства треугольников
1. а —а^у Ь ^ , у у^>
2 . с —с^у сх ос1, Р Рх>
3 . а а̂  у б , с — •
Признаки подобия треугольников

л а Ь а Ь с
1. а = а 1У Р — Рх; 2. = , у = у 1; 3 .  ~~  = = .

Средняя линия треугольника (отрезок, соединяющий середины 
двух сторон треугольника) параллельна третьей стороне, и длина 
ее равна половине длины третьей стороны.
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Теорема синусов: 
а Ъ с

 ---- = — - = -т— = 2 К.
81П0С 81П р 81Пу

Теорема косинусов:
с 2 =а2 +Ь2 -2аЬсо8у.
Медианы треугольника пересекаются в одной точке и делятся 

этой точкой в отношении 2:1, считая от вершины треугольника. 
Эта точка называется центром тяжести.

Медиана делит треугольник на два равновеликих треугольника.
1  п т — ^ ^  I 2т

  I ^ А
а = - д / 2(Ь2+с2) -а 2 ; та =^| — +с2-ассозР .

Биссектрисы треугольника пересекаются в одной точке, явля­
ющейся центром вписанной в треугольник окружности.

3 I (р-а)(р-Ь)(р-с) а
г = ~̂  = \ ----------^--------- ; г =(Р~а) ^  9 .Р V Р 2
Биссектриса при пересечении делит противоположную сторону на

отрезки, пропорциональные прилежащим сторонам треугольника:
ъа ь— = -  , где Ъа =СЬ,са =ВЬ,Ь  — точка пересечения биссектрисы АЬ
Са с
и стороны ВС.

зшр ас_ 2&ссоз1  , и
" . а Ь+с Ь+с ’ ‘ + с ‘ с“ ‘

8Ш 2
Высоты треугольника пересекаются в одной точке, называе­

мой ортоцентром.
2 8  2

=~ а =а ^ ^ Р ~ а^ р ~Ъ̂ р ~с  ̂ ; Н° =&з1пТ- 
Перпендикуляры, проведенные к сторонам треугольника через 

их середины (<серединные перпендикуляры), пересекаются в одной 
точке. Эта точка является центром описанной окружности.

аЪс а
В = ——; В = — ----- .48 2 з ш а
Площадь треугольника:

1 1 аЪс
8=~о-На; -5= -аб8ту ; 8=рг ;  3  = — ;

8 = ^  р(р-а)(р-Ь)(р-с) — формула Герона.
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Теорема Менелая:
Три точки А х ,ВХ ,Сг, расположенные со­

ответственно на стороне ВС, продолжении 
стороны АС и стороне АВ  треугольника 
АВС (см. рисунок), лежат на одной прямой 
тогда и только тогда, когда выполняется 

^ ^ АВг САХ ВСХ
условие: ВХС А гВ СХА = 1.

Теорема Чевы:
Отрезки ААр ВВг, ССг, (точки А1? Вг, С1 

принадлежат соответствующим сторо­
нам ААВС — см. рисунок) пересекаются в 
одной точке тогда и только тогда, когда 

АСХ ВАХ СБ1
выполняется условие:

Равносторонний треугольник

а=Ь=с; а  = р=у=60°;

а а д/~3
Е  3 ’ Г 6
Равнобедренный треугольник
Ъ=с — боковые стороны, а — основание;

Р=у = 9 0 ° ;  На =1а =та;

1 1 28 = — аНа=—Ъ э т а .
А А

Прямоугольный треугольник

К  = 1а =1П
а2 л/3 

-8 = — г—

СХВ А ХС ВгА  

а д/~3

=  1.

у=90°, а+Р=90°; а, Ь — катеты, с 
с 2 = а 2 +Ъ2 (теорема Пифагора);

гипотенуза;



а=сзта=ссо8Р=Ы ;еа=Ьс1;ер;
с

а 2 = с а с,Ь 2 =с-Ьс, К2 =ас Ьс,К = -= т с;
аЬ а+Ь-с 1 1

Л=Т ; г = ̂ ~ ; 8= —аЬ=—сН.
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Выпуклый четырёхугольник

Обозначения: а, Ъ, с, с1 — стороны; а, р, у, 5 — углы;
^ 1*^2 — диагонали; ср — угол между диагоналями; На — высота, 
опущенная на сторону а; 8  — площадь.

Сумма углов — 360°.
Площадь четырехугольника

1 1
8 = — &1 с12 -зтф  = — (ай зт а + Ь сзт у ).

А А

Вокруг выпуклого четырехугольника можно описать окруж­
ность тогда и только тогда, когда сумма любых двух его противо­
положных углов равна 180°: а + у = р + 8 =  180°. Центр окружно­
сти — точка пересечения серединных перпендикуляров к сторо­
нам четырехугольника.

Для вписанного четырёхугольника: 
ас+Ь(1=Л1Л2 (формула Птолемея);

I----------------------------- а-\-Ъ-\-с+(1
8 = Л](р-а)(р-Ъ)(р-с)(р-(1),гд,е р =-----   — полупериметр.

В выпуклый четырехугольник можно вписать окружность 
тогда и только тогда, когда суммы его противоположных сторон 
равны: а + с = Ъ + й. Центр окружности — точка пересечения бис­
сектрис.
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Параллелограмм

Параллелограмм — четырёхугольник, у которого противопо­
ложные стороны попарно параллельны.

Свойства:
1) противоположные стороны равны;
2) противоположные углы равны;
3) диагонали делятся точкой пересечения пополам;
4) углы, прилежащие к любой стороне, в сумме равны 180°;
5 )к а =Ъзта; 6 )^ 2+ ^ | =2(а2+Ь2);
7) 8=ака =аЬвт а ;
8) вокруг параллелограмма можно описать окружность тогда и 

только тогда, когда он является прямоугольником;
9) в параллелограмм можно вписать окружность тогда и только 

тогда, когда он является ромбом.
Прямоугольник — параллелограмм, у которого все углы — прямые. 
Свойства:
1) все свойства параллелограмма;
2)й 1 =й2 =д/ а 2 +Ъ2 ; 3) 5  = аЪ.
Ромб — параллелограмм, у которого все стороны равны. 
Свойства:
1) все свойства параллелограмма;
2)й1 ± й 2 (т.е. ср = 90°);
3) диагонали делят углы пополам;

4) 8= а2 зт а = — с11с12. л
Квадрат — параллелограмм, у которого все стороны равны и все 

углы — прямые (или прямоугольник, у которого все стороны равны; 
или ромб, у которого все углы — прямые).

Свойства:
1) все свойства прямоугольника и ромба;
2)й 1=й2=аЛ[2 ; 3)8 = а 2.
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Трапеция

Трапеция — четырехугольник, у которого две стороны паралле­
льны, а две другие — не параллельны.

ВС = а> АР>-Ъ — основания трапеции, АВ, СИ — боковые сторо­
ны, ВН  = Н — высота.

Средняя линия трапеции. Если АМ  = МБ, СЫ = ЛГБ, то МЫ = т

— средняя линия; МЫ \ \ ВС \ \ АО, т = —— .Ск
а+Ъ 1

Площадь трапеции: 8 = —г ~ к  = тк; 8  = — й1й 2 зинр.л л
Разнобокая трапеция: АВ  = СБ. Тогда: АС = ББ; углы при осно­

вании равны.
П рямоугольная т рапеция : один из углов при основании 

равен 90°.

Многоугольники

Сумма углов выпуклого л-угольника равна 180° (п-2).
Правильный многоугольник — все стороны и углы равны между 

собой.
Связь между стороной правильного многоугольника и радиуса­

ми описанной (Б) и вписанной (г) окружностей:
180° 180°

а = 2 Б з т -------; а = 2гЬ%------- .п п
Площадь правильного п-угольника:

1 р 360° Рг апг
8 - —В п з т ------ ; $  = (Р — периметр, г — апофема).Ск П А Ск
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Окружность — геометрическое место точек плоскости, находя­
щихся на равном расстоянии от некоторой данной точки плоско­
сти, называемой центром окружности. Круг состоит из окружно­
сти и внутренних точек.

Хорда — отрезок, соединяющий две точки окружности. Равные 
хорды окружности равноудалены от ее центра. Хорда, проходя­
щая через центр окружности, является по длине наибольшей и 
называется диаметром. Диаметр, делящий 
хорду пополам, перпендикулярен этой хорде.

Если хорды АВ и СБ пересекаются в точке М, 
то А М М В = С М М О .

иА С +иБ Б
Угол между двумя хордами: а  = --------------- .А

Вписанный угол — угол, образованный двумя 
хордами, выходящ ими из одной точки на 
окружности (ААСВ на рисунке).

Центральный угол — угол, образованный 
двумя радиусами ОА и ОВ (О — центр окружно­
сти) — угол АОВ на рисунке.

Центральный угол АОВ измеряется дугой АБ, 
на которую он опирается. Вписанный уголАСБизмеряется поло­
виной дуги АБ, на которую он опирается .

Свойства касательных
Касательная — прямая, имеющая с окружностью одну общую 

точку, называемую точкой касания. Касательная к окружности 
перпендикулярна радиусу, проведенному в точку касания.

Если из точки М  проведены к окружности две касательные и А, 
Б — точки касания, то: 1) МА = МВ; 2) центр окружности лежит 
на биссектрисе угла АМВ.

Если из точки М  вне окружности про­
ведены к окружности касательная М Т  
(Т — точка касания) и секущая МАВ (А,
Б — точки пересечения прямой с окруж­
ностью), то МА МВ = М Т 2.

Следствие. Если две прямые, про­
ходящие через точку М, пересекают

Окружность и круг



п Б 2

окружность в точках А и В, С и Б  соответственно (см, рисунок), то
МА МВ = МС МБ.

Угол между касательной и хордой измеряется половиной дуги,
на которую опирается хорда.

Угол между двумя секущими , проведенными из точки вне
окружности (см. рисунок), равен полуразности дуг, лежащих
внутри его (или полусумме, если секущие проведены из точки

и В Б - и А С  и  В Б + и АС 
внутри окружности): а =------------   ; р =----   .

а Сх
Длина окружности: Ь = 2кВ=кБ (В — радиус окружности, Б  — 

диаметр).
кВа

Длина дуги: 1=Ва= 10П (а — радианная мера дуги; а  — градус- 
1 0 0

ная мера).

Площадь круга: 8= кВ 2 ^ .

Сектор — часть круга, ограниченная двумя радиусами и дугой 
окружности.

В1 В 2 а кВ 2 а 
Площадь сектора: 8  = —  = —— = .2 2 обО
Сегмент — часть круга, ограниченная хордой и дугой.

В 2(а -з  т а )  В 2(а+зт а)
Площадь сегмента 8  = -------  (или 5  = -------   , если

а Сх
центр круга лежит внутри сегмента).

Векторы

Отрезок, для которого указано, какой из его концов считается 
началом, а какой — концом, называется направленным отрезком
или вектором.

—>
В векторе АВ  направление задано от точки А (начало вектора) к 

точке В (конец вектора). Вектор также может обозначаться а, а 
или жирной буквой а (скаляр обозначается в этом случае а).

Модуль (или абсолютная величина, или длина) вектора | АВ| — 
длина отрезка АВ.

Два вектора равны, если они коллинеарны (т.е. лежат на парал­
лельных или совпадающих прямых) и имеют одинаковые направ­
ления и модули.
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Угол между векторами — угол между равными им векторами с 
общим началом. Может принимать значения от 0° до 180°.

Если вектор а имеет началом точку А (хг; у г; г1), а концом точ­
ку В (х2; у2; г2), то координаты вектора — числа а1=х2- х 1,
а2 = у2 ~Уг у аз =г2 ~г\ • Обозначается обычно а (ах; а 2; а3) или 
а (х а; уа; га).

Единичные векторы, имеющие направления положительных 
координатных полуосей, называются координатными вектора­
ми или ортами: ех (1; 0; 0), е2 (0; 1; 0), е3 (0; 0; 1). Любой вектор 
представляется в виде а(а1;а2;а3) = а1ё1 +а2ё2 +а3ё3.

Слож ение вект оров а (ха;уа;г а) и Ь (хь; уь; гь):
а+Ъ =(ха +хь; уа +уь; га + гь). Используется правило треугольника 
(рис. 1) или правило параллелограмма (рис. 2).

Рис.1 Рис. 2
Вычитание векторов: а-Ъ = (ха- х ъ\ у а- у ь; г а- г ь) — дейст­

вие, обратное сложению.
Умножение вектора на число: Ха = (кха; Хуа; Хга). Вектор Ха ( 

X Ф 0) коллинеарен вектору а, его модуль равен величине 1511 • | а |, а 
направление совпадает с направлением а, если 51 >0, или противо­
положно ему, если X<0.

Скалярное произведение векторов а и Ъ — число, равное произ­
ведению модулей этих векторов, умноженному на косинус угла 
между ними: а Ъ =|а|-|&|-созф.

Если а = (ха ;уа; г а), Ь = (хь;уь;гь), то а-Ь = х а -хь +уа -уь+га -гь 
Свойства скалярного произведения:

а Ъ=Ъ а\ а-а=\а\2; аХЪ <=>а-Ъ=0; 
а (ХЪ) = Х(а Ь); а (Ъ+с) = а-Ъ+а с.
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Тригонометрические функции

1) 8111 ̂  — ордината точки М{1) тригонометрической окружности 
(т.е. ум);

2) соз г — абсцисса точки М(Ь) (т.е. хм );
81П̂  71

3) №1 =------ , с о 8 * * 0 , +пк, к е 2;соз* 2
СОЗ*

4) с!#* = —;—  , з т * * 0 ,1Ф%к, к е 2.81П*

Свойства тригонометрических функций
1) 8т(-л:)=-8тл:; соз(-д;) = соз х;
Ъё(-х) =-*ё х; с ^ - х )  = - с ^  х;
з т х ,  Ь&х, сЪ&х — нечетные функции; 
соз х  — четная функция;
2) 8т(л;+271&) =  з т  х , с о з ( л : + 271& )=соз х,
Ь&(х+пк) = 1% х , сЬ&(х+пк)=сЬ^ х, к е 2;
2тг — период функций з т  ху соз х;
71 — период функций 1% х, с1# х.

Функции одного и того же аргумента

8И12а+соз2а  = 1;
1§а-с1;§а = 1 (зта^О ,соза^О );

1+1^ 2а =  (соза^О);соз сх 
11+с1#'а =— — (зт а /О ). з т  а
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Значения тригонометрических функций некоторых углов

Аргумент
Функн

81п а

;ия

соз а с1®а

0° 0 0 1 0 —

со Я

п
6

1
2

V»
2

V»
3

-/з

45°

60°

п
4

п
3

/ 2
2

-/з
2

л/2
2

1
2

1

л/~3

1

л/3
3

90°
п
2 1 0 — 0

180° п 0 -1 0 —

270°
Зя

-1 0 02

Формулы сложения

81П (а± (3) =  8И10ССО8 (3 ±СО80С 8И1 (3;
соз(а±р)=созасозр Т з т а з т р ;

1®а±1® Р
1®(а±р) = ——---- — г  (соза^О, созр^О, соз(а±Р)^0).

1 + 1®а1®р

Тригонометрические функции 
двойного и тройного аргументов

81П 2а = 2 81П а соз а;
соз2а=соз2 а - з т 2 а = 2соз2 а -1 = 1-2 з т 2 а; 

21®а
1®2а = -----------(соза^0,соз2а^0);

1-1® а
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а -1
с1я2а = ——------  (зт2 а^0 );2 с ^ а
зт З а  = З з т а - 4 з т 3 а;
созЗа=4соз3 а-Зсоза;

1-1§г2а
1+1%2а
21;^а

1 + ^ 2а

соз2а= л х 2 (соза^О);

зт 2 а =  л х 2 (соза^0).

Тригонометрические функции половинного аргумента
а 1-соза

з т 2 — =2 2 ’

а 1+соза
соз — = — -—  ;2 2

9 а 1-соза
ч (соза^-1);6 2 1+соза 4 7

а 1-соза
1 # -  = — :-----  (зта^О);2 з т а

а з т а
 (соза^-1).2 1+соза



РЕКОМЕНДУЕМАЯ ЛИТЕРАТУРА

Заметим, что в первую очередь нужно хорошо изучить базовые 
школьные учебники. Их знание абсолютно необходимо! Часто 
приходится встречать «знатоков», которые «изучили» десятки 
пособий, но при этом толком не знают ни одного вопроса. Обра­
щайтесь к дополнительной литературе только в том случае, если 
материал школьного учебника полностью усвоен или же — наобо­
рот — Вам что-то непонятно и нужна помощь со стороны.

Разумеется, приведённый ниже перечень литературы не явля­
ется полным. Наверняка ряд вполне добротных книг выпал из по­
ля нашего зрения, но всё же, думается, этот список принесёт Вам 
некоторую пользу.

Школьные учебники
1. Александров А. Д., Вернер А. Л., Рыжик В. И. Геометрия для 

8-9  классов: Учеб. пособие для уч-ся шк. и кл. с углубл. изуч. ма­
тематики. -  М.: Просвещение, 1991.

2. Атанасян Л. С., Бутузов В. Ф., Кадомцев С. Б. и др. Геомет­
рия, 7-9: Уч. для общеобразов. учрежд. -  М.: Просвещение, Мос­
ковские учебники, 2001.

3. Атанасян Л. С., Бутузов В. Ф., Кадомцев С. Б. и др. Геомет­
рия. Доп. главы к учебнику 8 кл.: учеб. пособие для уч-ся шк. и 
кл. с углубл. изуч. математики. -  М.: Вита-Пресс, 2002.

4. Бевз Г. П., Бевз В. Г., Владимирова Н. Г. Геометрия: Учеб. 
для 7-11 кл. общеобраз. учрежд. -  М.: Просвещение, 1994.

5. Киселёв А. П. Геометрия: Учебник для семилет. и сред, шко­
лы. Часть I. Планиметрия. — М.: Учпедгиз, 1962.

6. Колмогоров А. Н., Семенович А. Ф., Черкасов Р. С. Геомет­
рия: Уч. пособие для 6-8  кл. сред. шк. — М.: Просвещение, 1982.

7. Погорелов А. В. Геометрия: Учеб. для 7-9 кл. — М.: Просве­
щение, 2005.

8. Смирнова И. М., Смирнов В. А. Геометрия: Учеб. для 7-9 кл. 
— М.: Мнемозина, 2005.

9. Шарыгин И. Ф. Геометрия: 7-9 классы. Учебник. — М.: Дро­
фа, 2007.
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Дополнительная литература
10. Амелькин В. В., Рабцевич В. Л., Тимохович В. Л.. Плани­

метрия. Теория и задачи. -  Мн, Асар, 2005.
11. Болтянский В. Г., Сидоров Ю. В., Шабунин М.И. Лекции и 

задачи по элементарной математике. — М.: Физматлит, 1972.
Теоретический материал и задачи по всему курсу. Ориентация 

на вузы с сильной математикой.
12. Будак А. Б., Щедрин Б. М. Элементарная математика. Руко­

водство для поступающих в вузы. — М.: УНЦ ДО, Физматлит, 2003.
Методические указания к ответам на теоретические вопросы 

устного экзамена (очень рекомендуется абитуриентам факультета 
ВМиК МГУ, других вузов с повышенными требованиями; для основной 
массы абитуриентов изложение излишне сложное). Разбор вариантов 
вступительных экзаменов на ряд факультетов МГУ.

13. Габович И. Г. Алгоритмический подход к решению геомет­
рических задач. -  М.: Просвещение: Учеб. лит., 1996.

14. Гордин Р. К. Это должен знать каждый матшкольник. — 
М.: МЦНМО, 2004.

Изложении геометрии в форме серии задач. Книга адресована учащим­
ся математических классов и преподавателям.

15. Гусев В. А., Мордкович А. Г. Математика: Справочные мате­
риалы. — М.: Просвещение, 1990.

Краткое изложение основных разделов школьных курсов алгебры и на­
чал анализа, геометрии. Книга полезна для систематизации и обобще­
ния знаний.

(16. Дорофеев Г. В., Потапов М. К., Розов Н. X. Математика для 
посыпающих в вузы. — М.: Дрофа, 2002.

Классическая книга, по которой готовились к поступлению многие 
нынешние экзаменаторы. Не потеряла своей актуальности и сейчас. 
Ряд разделов до сих никому улучшить не удалось...

17. Еременко С. В., Сохет А. М., Ушаков В. Г. Элементы геомет­
рии в задачах. — М.: МЦНМО, 2003.

Конспект занятий по геометрии на основе распространённого в ма­
тематических школах метода «листочков» (на занятии школьники 
получают листок, в котором излагаются минимальные теоретические 
сведения и даются задачи для самостоятельного решения).

18. Зайцев В. В., Рыжков В. В., Сканави М. И. Элементарная 
математика. Повторительныйкурс. — М.: Физматлит, 1976.

Очень хорошая книга для повторения всего курса математики.



Рекомендуемая литература

19. Крамор В. С. Повторяем и систематизируем школьный курс 
геометрии. — М.: Мнемозина, 2004.

В конспективной форме изложен теоретический материал для по­
вторения, приведены основные типы задач.

20. Лурье М. В., Александров Б. И. Пособие по геометрии. -  М.: 
Изд-во МГУ, 1984.

21. Лурье М. В. Геометрия. Техника решения задач. — М.: УНЦ 
ДО, 2004.

Показаны методы и приёмы решения задач, разобрано значительное 
количество примеров.

22. Мельников И. И., Сергеев И. Н. Как решать задачи по мате­
матике на вступительных экзаменах. — М.: УНЦ ДО, НТЦ “Уни­
верситетский”: Универ-пресс, 2007.

Изложены ключевые методы решения задач, демонстрирующиеся на при­
мере задач, предлагавшихся на вступительных экзаменах на разных факу­
льтетах МГУ. Подробно анализируются типичные ошибки абитуриентов.

23. Мордкович А. Г. Геометрические задачи на плоскости. — 
М.: Школа-Пресс, 1995.

Содержится 50 планиметрических задач с решениями, замечаниями, 
советами и комментариями и 50 задач для самостоятельного решения с 
ответами и указаниями.

24. Письменный Д. Т. Готовимся к экзамену по математике. — 
М.: Айрис-пресс, 2003.

Основные методы решения задач, ответы на вопросы устного экзаме­
на. Пособие полезно тем, кто хочет повторить математику в крат­
чайшие сроки.

25. Пособие по математике для поступающих в вузы. Под. ред. 
Г. Н. Яковлева. — М.: Наука, 1988 и последующие издания.

Фундаментальное пособие для углублённого изучения математики. В 
каждой главе содержится теоретический материал и задачи (более 2000).

26. Прасолов В. В. Задачи по планиметрии. Ч. 1, 2. — М.: Физ- 
матлит, 1991.

Огромное количество систематизированных геометрических задач с 
решениями по всем разделам.

27. Ткачук В. В. Математика — абитуриенту. — М.: МЦНМО, 
2004.

Пособие для самоподготовки. Материал разбит на уроки, к каждому 
уроку даётся домашнее задание. Ориентация на поступающих в МГУ и 
другие сильные вузы. Приводятся варианты вступительных экзаменов 
на все факультеты МГУ за несколько последних лет.
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28. Черкасов О. Ю., Якушев А. Г. Математика: интенсивный 
курс подготовки к экзамену. — М.: Айрис-пресс, 2006.

Ключевые методы решения стандартных задач и задач повышенной 
сложности по всем разделам школьной математики, в том числе и по 
планиметрии.

29. Шабунин М. И. Математика для поступающих в вузы. — 
М.: Лаборатория базовых знаний, 2004.

30. Шарыгин И. Ф. Математика. Для поступающих в вузы. — 
М.: Дрофа, 2004.

В каждом разделе даётся обширный справочный материал и разо­
бранные примеры. Пособие ориентировано на сильные вузы.

31. Шклярский Д. О., Ченцов Н. Н., Яглом И. М. Избранные за­
дачи и теоремы элементарной математики. Геометрия (планимет­
рия). — М.: Физматлит, 2000.

32. Экзамен по математике (серия “Об экзаменах элементар­
но”). — М.: НТЦ “Университетский”, Универ-пресс, 2006.

Практические и методические рекомендации, советы по психологиче­
ской подготовке к сдаче экзаменов. Обширная подборка экзаменацион­
ных материалов за последние несколько лет из более чем 150 вузов.

33. Юзбашев А. В. Свойства геометрических фигур — ключ к 
решению любых задач по планиметрии. — М.: МАТИ, 2005.

Более 400 задач, отражающих свойства основных геометрических 
фигур и их элементов. Все задачи систематизированы, снабжены рисун­
ками и указаниями.

34. Якушева Е. В., Попов А. В., Якушев А. Г. Математика. Все 
для экзамена. — М.: УНЦ ДО, 2004.

В компактной форме изложен практически весь теоретический шко­
льный курс. Пособие полезно всем, кто готовится к устному экзамену. 
Но абитуриентам мехмата, ВМиК, МФТИ и ряда других вузов с повы­
шенным уровнем математики следует по ряду разделов пользоваться и 
другими источниками.

Сборники задач
35. Бачурин В. А. Сборник задач по математике. — М.: Высш. 

шк., 1998.
36. Вступительные экзамены по математике (2000 — 2002). 

Сост.: Бородин П. А., Сергеев И. Н., Смуров М. В. — М.: Изд-во 
ЦПИ при механико-математическом факультете МГУ, 2003.
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37. Вступительные экзамены и олимпиады по математике 2003 — 
2005 гг. Сост.: Бегунц А. В., Бородин П. А., Сергеев И. Н. — М.: 
Изд-во ЦПИ при механико-математическом факультете МГУ, 2006.

В этих двух книгах приведены варианты олимпиады «Ломоносов» и 
вступительных экзаменов в МГУ им. М. В. Ломоносова на факультетах: 
механико-математический, химический, наук о материалах, биологиче­
ский, фундаментальной медицины, биоинженерии и информатики, почво­
ведения, географический, психологии, социологический, филологический.

38. Говоров В. М., Дыбов П. Т., Мирошин Н. В., Смирнова С. Ф. 
Сборник конкурсных задач по математике для поступающих в ву­
зы. — М.: Оникс 21 век, 2003.

Сборник задач вступительных экзаменов 70 -  80-х годов различных 
вузов бывшего Советского Союза.

39. Зеленский А. С. Сборник конкурсных задач по математике. 
-  М.: НТЦ “Университетский”, АСТ-Пресс, 1997.

Более 1500 задач вступительных экзаменов 1992 -  1995 годов из раз­
личных вузов страны с ответами и указаниями.

40. Зеленский А. С., Василенко О. Н. Сборник задач вступительных 
экзаменов по математике. — М.: НТЦ “Университетский”, 2001.

Собрано 3000 задач вступительных экзаменов 1996 -  2000 годов из 
150 вузов страны по всем разделам программы; к большинству даны от­
веты и указания.

41. Зив Б. Г. Задачи к урокам геометрии. 7-11 классы. -  СПб.: 
ЧеРо-на-Неве, 2003.

42. Куланин Е. Д., Норин В. П., Федин С. Н., Шевченко Ю. А. 
3000 конкурсных задач по математике. — М.: Айрис-пресс, 2002.

Задачи из вступительных экзаменов разных вузов с ответами, а во 
многих случаях с указаниями и решениями.

43. Лужина Л. М., Натяганов В. Л. Сборник задач по геометрии 
и тригонометрии. — М.: УНЦ ДО, 2001.

Более 1000 задач с ответами по геометрии и тригонометрии.
44. Математика. Задачи вступительных экзаменов в МГУ им. 

М. В. Ломоносова с ответами и решениями (1999—2003 гг.). 
Сост.: Григорьев Е. А. — М.: УНЦ ДО, 2004.

Около 100 вариантов вступительных испытаний в МГУ им. М. В. Ло­
моносова на факультеты: ВМиК, геологический, экономический, госу­
дарственного управления, Высшая школа бизнеса, ИСАА.

45. Медведев Г. Н. Задачи вступительных экзаменов по матема­
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Книга, 2007.
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46. Назаретов А. П., Пигарев Б. П., Садовничая И. В., Симонов 
А. А. Задачи вступительных экзаменов (экономические специаль­
ности). — М.: УНЦ ДО, Физматлит, 2001.

47. Назаретов А. П., Садовничая И. В., Симонов А. А. Задачи 
вступительных экзаменов (технические специальности). — М.: 
УНЦ ДО, Физматлит, 2002.

В обоих книгах даны задачи с решениями, предлагавшиеся на вступи­
тельных экзаменах в московских вузах.

48. Нестеренко Ю. В., Олехник С. Н., Потапов М. К. Задачи 
вступительных экзаменов по математике. — М.: Физматлит, 
1986.

49. Нестеренко Ю. В., Олехник С. Н., Потапов М. К. Задачи 
вступительных экзаменов по математике. — М.: Факториал, 
1995.

Варианты вступительных экзаменов разных факультетов МГУ 
1977 -  1981 (первая книга) и 1984 -  1994 (вторая) годов с решениями.

50. Р ы б к и н  А. А., Ваховский Е. Б. Сборник задач по математи­
ке с решениями для поступающих в вузы. — М.: Оникс 21 век, 
Мир и Образование, 2003.

Около 500 типовых задач, к каждой из которых даётся до трёх после­
довательных указаний, помогающих найти путь к решению.

51. Сборник задач по математике для поступающих во втузы (с 
решениями) (в 2-х книгах). Под редакцией М. И. Сканави. — М.: 
Высшая школа, 1994, 1995 (и переиздания).

Классический сборник задач. Задачи распределены на три группы по 
уровню сложности. Полезен абитуриентам технических вузов.

52. Сергеев И. Н. Математика: задачи с ответами и решениями.
— М.: КДУ, 2005.

Сборник задач по всему курсу математики. Специальный порядок рас­
положения задач позволяет читателю развивать свои знания как бы по 
спирали, всё время поднимаясь на более высокий уровень.

53. Справочник для поступающих в Московский университет.
— М.: Изд-во Моск. ун-та, 1980 -  2008.

Приведены варианты вступительных экзаменов на разные факуль­
теты МГУ по всем предметам.

54. Шарыгин И. Ф. Сборник задач по геометрии. 5000 задач с 
ответами. — М.: АСТ, 2001.



ОТВЕТЫ И УКАЗАНИЯ

Глава 1. § 1.1

1. 2 # 8 т с с з т р .  У казания. По теореме синусов А С = 2 В зт р , далее  
Нс = А С  • э т а .

2. 1 см или см. Указания. Из формулы для площади з т С  = - ,  от-
5 5

3 3сюда созС = — или — . После этого находим А В  по теореме косинусов.
5 5

3. ^  + Л̂ -. Указания. Либо по теореме синусов найти з т В ,  затем
8

з т С  = 81п^180° -  А -  В )  = 8т (  А  + В), либо по теореме косинусов найти АВ.

4. 4 ,8 . Указания. Боковая сторона равна 5 (теорема Пифагора). Затем 
воспользоваться равенством 8 3 = 5 • к (то и другое равно удвоенной пло­
щади).

5. 2 ,4  см . Указания. Площадь А В С  равна 6 . Биссектриса делит сторону 
А С у а значит, и площадь треугольника в пропорции 4:6.

6 . Зл/З ±4. Указания. По теореме синусов ВС =2В  зтЗО 0 =5. Далее на­
ходим А С  по теореме косинусов.

В С  В О  27 . 2л/3. Указания. По свойству биссектрисы  = ------= —, поэтому
Н С  О Н  1

А А В С  -  правильный. Второй способ: В Н  -  высота и медиана; из заданной 
пропорции следует, что О -  точка пересечения медиан; поэтому С Ь  -  то­
ж е медиана. Значит, А С  =  В С .

0 0 . вы  а в  г  м ы  вы  з
8 . 2 ,4. У казания. =  = - ,  поэтому =  = - .

Ы С А С  2 А С  В С  5

9. Указания. А А О В  -  равнобедренный с углом а  при основа-
8т З а

нии, т. е. в ААВВ известно три элемента.
10. ^ А =90° -  а , / .В =  90° Указания. Треугольники В Е С  и А С Ь  -

равнобедренные с углом а  при вершине, АВОС -  прямоугольный (здесь 
О -  точка пересечения В В  и АС.
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Глава 1. § 1.2
1. л/7, л/19. Указания. Обозначив ВС = а, ББ=ал/3, из теоремы коси­

нусов в АББС найти а. Затем применить теорему косинусов в 
ААББ.______

2. л/п2 -л  + 1. Указания. Искомые радиусы удобно выразить через дли­
ну стороны ААВС с помощью теоремы синусов, найдя предварительно из 
теоремы косинусов в ААВЫ сторону ВЫ.

3. 5 и 40, или 10 и 20. Указания. Обозначим стороны через х и у. Тогда,
записав площадь двумя способами, имеем: —  = 100; —  + — = 100.

2 2 2
284. — . Указания. Обозначив ВЫ = ВЬ =5а, N0 =МС =6а, АМ -АЬ  =4а 
Зг

(здесь Ь — точка касания окружности с АВ), получим, что по л у периметр$
р равен 15а. Тогда5 = рг = 15аг, а -  .

15г
5 АВ5. 5. Указания. По теореме синусов из ААЕВ: -  = ------ (здесь

81П 70 81П0С
ЕС ВСос = ААЛЮ). По теореме синусов из АВЕС:

81п70° зт(180° -  ос)
6. 2л/Зс1&ос + 2. Указания. По теореме синусов в отсечённом треугольни- 

х аке =---------------   находим сторону х и затем площадь.
вша 2з т (120 -ос)

7.1 . Указания. По теореме синусов для ААБС получим: АВ = ВС • -^П а
зт2ос

= ЕС • соз а • ВШа = —  (здесь а = АВСА = АВС\  зт2ос 2 2
0 л/452 + ЪА з т 2 а -2 8Ь2 зт2ос8 . -----------------------------------. Указания. Сторона АВ находится из

Ьзтос 
АВ • Ь' зш а 0соотношения--------------- = 5, после этого применить теорему косинусов.

2

9. ̂ . Указания. Обозначив одну из сторон через х (тогда вторая 
13

« ч 30равна 6 -  х), определить х = — с помощью теоремы косинусов.
13

1 л  110.2агс1& -; — -агс1& —. Указания. Доказать, что ВР1АС, ЕВ1АВ. Ввес­
ти неизвестные АВ = а, /,В = 2а, выражая отрезки и углы через а и а, най­
ти замыкающее соотношение — тригонометрическое уравнение относи­
тельно неизвестной а, из которого получается 1&ос =-.

3
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Глава 1. § 1.3
и п4

-. Указания. Для двух получившихся прямоугольных
171 Т1

треугольников АСБ и СВ А записать выражение для высот, опущенных из 
прямого угла, ^через проекции катетов на гипотенузу: т2 = хп; п2 = ут.

2 .2л/17,8л/17, 34. Указания. Обозначив СБ = х, из СБ2 = АВ • ВБ полу­
чим х = 8, ВБ = 4х = 32.

3. 90° + а. Указания. Доказать, что точка В принадлежит окружности, 
описанной вокруг ААВС (центр этой окружности лежит в Б). Далее восполь­
зоваться теоремой о равенстве вписанных углов, опирающихся на одну дугу.

4. , а  ̂ Указания. Записать площадь треугольника, основание кото-
л/а2 +Ъ2

рого — медиана, а высота равна искомому расстоянию, и приравнять её по­
ловине площади исходного треугольника.

5. - .  Указания. Радиус вписанной окружности равен 1. Искомое рас- 
5

стояние равно расстоянию между двумя точками на гипотенузе: основа­
нием высоты и точкой касания с окружностью.

6. 8л/3. Указания. Записать двумя способами (по теореме синусов)
б зт А  2 з т (9 0 ° -А )ВМ = ------- - = ------------г— -. Отсюда А = 60 , ВМ — высота треугольника.
зт60° зтЗО

7. л/2; 12. Указания. Обозначить АКСЫ = АЫСМ = а, САГ = а. Тогда
2 2СМ = а л/б, соз а = —, соз 2а = — =г. Отсюда а = л/б. а ау6

238. агссоз—т=. Указания. Обозначив НЬ = ЬС = ау из ВН2 = АН • НС по-
4а/37

9 глучим: 16- а 2 =—^ -2 а. Отсюда а=л17. Далее по теореме Пифагора вы-
2л/7

числить ВС и найти косинус искомого угла из треугольника ВЬС.
9. агсЪ&З; 10. Указания. Из теоремы синусов для ААВМ и АВМС нахо­

дим Зсоз АВАС = з т  АВАС (т. е. АВАС = 3) и радиусы описанных окруж­
ностей: ВАВМ = л/10, Ввмс =Зл/10. Центры окружностей соединяются от­
резком, проходящим через середину ВМ, который состоит из двух отрез­
ков, длина каждого из которых определяется по теореме Пифагора:

■2(71о) - з 2+Л(зл/1о) - з

10. К. Указания. Обозначив высоту АГА через Л, а чет-
2 ,/2^/2

верть угла N через а, записать равенство отрезков КС и СМ. Из получен-
ного уравнения находится а = —, т. е. угол N — прямой.

8
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Глава 1. § 1.4

1. Указания. Из параллельности следует равенство углов: /ВСК = /ВВС, 
/ВКС = /ЛВВ. Поэтому /.ВСК = /ВКС , т. е. АСВК равнобедренный.

2. 3. Указания. Из теоремы синусов для ААКС находим АС. Аналогич­
но предыдущей задаче АСВК — равнобедренный, поэтому периметр ра­
вен АС + АВ + ВС = АС + АВ + ВК = АС + АК.

3 .6л/3. Указания. Провести через А прямую параллельно ВС до пересе­
чения с ВМ в точке О. Стороны треугольника АББ равны 3, 7 и 8, при этом 
он имеет ту же площадь, что АБС.

4. агс!&3; агс!&3; л-2агс1&3; -. Указания. Провести медиану ВЬ, она
4

проходит через В и делится в отношении 2:1 . Тогда ББ — медиана прямо-
1 3угольного треугольника, она равна —. Поэтому ВЬ = —. Площадь четырёху-
2 2

гольника ищется как полупроизведение диагоналей ББ = 1 и АТМ = 1/2.

5. сл 2 + —. Указания. Найти АС из соотношения затем воспо-
V Ь АС БС

льзоваться формулой (5): АБ2 = АБ АС -  ББ • БС.

6. Указания. По теореме о биссектрисе найти АБ = 4х, БС = Зх.

Из формулы (5) найти х = 1. Затем применить формулу (1), связывающую 
стороны треугольника и медиану.

л/б7. — . Указания. Центр О данной окружности лежит на биссектрисе

угла Б, поэтому ОН : ОС = НВ : ВС.
Ь2(Ь2- а 2)

8. — -̂5---- г-А Указания. АМ = БМ = СМ = Ь. По теореме о биссектрисеа2 +Ъ2
- —— = — (здесь ху у — катеты). Кроме того, х2 + у2 = (2К)2.Ъ+а у 4 '

9. 5. Указания. О — точка пересечения высот треугольника МБАГ, поэ­
тому ВО — часть высоты этого равнобедренного треугольника, а значит, 
и часть биссектрисы. Поэтому ВР — биссектриса треугольника АБС. Да­
лее находим АБ и по формуле (5) находим ВР.

10. Указания. Центр вневписанной окружности лежит в точке пере­
сечения биссектрис внешних углов треугольника. Поэтому любые два 
центра лежат на прямой, содержащей вершину треугольника, а биссек­
триса соответствующего данной вершине внутреннего угла перпендику­
лярна этой прямой.
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1.1: 1. Указания. Соответствующие расстояния равны высотам заданных 
в условии треугольников.

2. Указания. Из соотношения площадей следует, что расстояния от Б и 
С до АБ равны между собой.

8 лп„ АК 8 Л

Глава 1. § 1.5

3. Указания. _ЛВК_ =  _ _ _  — АКС 

^КВЬ К Ь  &КЬС

4. 8. Указания. Медианы разбивают треугольник на шесть равновеликих 
треугольников. Четырёхугольник состоит из двух таких треугольников.

5. т̂П . Указания. Используя теорему о медиане, найти площадь одного
3

из шести равновеликих треугольников, составляющих ААВС, или найти 
площадь четырёхугольника АВМИ как полупроизведение диагоналей, а

3
затем использовать то, что эта площадь составляет — площади АБС.

4

6. Указания. Т. к. СО — высота и биссектриса, то АС = МС, АО =

АЬ АС 1 1 1 1 с 1 сО М .  Значит, —  = —  = а поэтому 8 ш о = - 8 АЬМ =  -  - 8 ^  = —  8 ^ .

7. 270. Указания. Продолжить медиану за третью сторону на отрезок, 
равный длине медианы. Соединить получившуюся точку с вершиной. По­
лучившийся треугольник со сторонами 27, 29 и 52 имеет ту же площадь, 
что и исходный.

23 1 2 2 2 1
8. — . Указания. По условию 8 ^  =- - 8 ^ =  — 3 ^ ,  8ВЕР = ---8 лвс 

91) о О 10 о о

= д & авс > 8смр = ̂ ' 0 ̂  авс ~ 2 ̂ АБС' Поэтому ^ ерм = ( 1 — ~ 9 _ 2 ) ^ АВС *

9.2 +7б. Указания. Т. к. ^ ^ -  = —  = ) ,юСВ = Л-СМ.
8СВЛ 2+1 8СВЛ СВ) Ь

Ю. (,/яГ + ^[8  ̂+ . Указания. Если обозначить какую-либо сторо­

ну одного из трёх образовавшихся подобных треугольников (например, 
третьего) через а, то параллельные ей стороны двух других треугольни-

1~8~ 18ков равны а — и а — , а сторона подобного им треугольника АБС равна 
V 8 Я х 8 Я

1 $1 821+ —Ь+ —
“ “ V Б3

. Поэтому площадь АБС равна Б3
/ I-----  I-\2
\  [яГ [б 71+ -Ь+  —
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Глава 1. § 1.6

1. Указания. Провести N17 \ \ АМ и дважды использовать теорему Фа­
га

га + 1леса . Заметим, что в этой задаче часто получают неверный ответ
га

Причина в том, что в условии дано АИ : АС =га, а решающие задачу вместо 
этого считают, что АИ : N0 =га. Условие нужно читать внимательно!

2. 32/315. Указания. Провести РК11ВМ. Далее определить отношение
лдт тл „ АО АМ РС АО АМАМ : МС. Искомая площадь равна 8АРГ = 1------------------- .АР АС ВС АР АС

3. 5 или 1/5. Указания. Искомое отношение связывает площади трёх 
подобных друг другу треугольников и является единственным неизвест­
ным в получающемся квадратном уравнении.

4.27:10. Указания. Провести МЫ \ \СК.
5. Г-С°за— , если считать от вершины острого угла. Указания. Прямая 

л/2 -соза
отсекает треугольник, подобный исходному с коэффициентом подобия л/2.

6. Указания. Провести через Е  прямую параллельно АС до пере-
3

сечения с ББ в точке Ь. Из подобия следует, что ББ = ВЬ = 3, ЬО = 2 (здесь 
О — точка пересечения ЕС и ББ), ЕО = 10/3, ОС = 5/3. Поэтому по теоре­
ме Пифагора БС = 4/3. Далее из подобия АБ = 2ЕЬ  = 4БС = 16/3.

г, о жг тх  ̂ ВР РО ББ 1 ББ ББ 17. 3. Указания. Из подобия =---- =----- = - ,  поэтому = = -НС ОН АС 2 ВН АН 2
(здесь Н — точка пересечения ВО и АС). Значит: ББ = ББ, 8РЕО = 8про = 1, 
8вре = ББ = 3 
8рео РО 1

8.78. Указания. Показать, что отрезок ВР (так же, как отрезки А/У и СМ) 
делится точками пересечения в отношении 3 :3 : 1 .

9. а) 2 : 1; б) 9 : 10. Указания. По условию АР = а, ББ=2а, ЫР=Ь, 
8Ы =36. Из решения задач о переносе пропорций в треугольнике находим

БС 21ВЫ = г , А^Б=3г, АБ=*, ББ =2Б Поэтому =—. Для ответа на второй во-

3 3 1 3 3 2прос находим ЫК=-г, после чего 88Ш =— 88ш = - - 8 зрв = - - 8 8А1).
о о-о о 4  ли о

9
10. —. Указания. Показать, что отрезок ВР делится точками пересече­

ния в пропорции 21 : 9 : 5, а отрезок Бф — в пропорции 1 2 :9 :7 .
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1. а) Сначала построить треугольник по трём сторонам: стороне парал­
лелограмма и отрезкам, равным половине каждой из его диагоналей.

1. б) Трапецию разбить на параллелограмм и треугольник, проведя че­
рез одну из её вершин прямую, параллельную боковой стороне. Постро­
ить треугольник по трём сторонам (две из них равны длинам боковых сто­
рон трапеции, а третья равна разности её оснований).

1. в) Построить треугольник по трём сторонам: а, Ь/2 и т. Затем достро­
ить его до треугольника со сторонами а и Ь, получив тем самым его третью 
сторону, которая будет диагональю искомого четырёхугольника.

2. 1. Указания. Из АВБС по теореме синусов найти ВБ.
3. 16л/3. Указания. Расстояния между противоположными сторонами

л л
параллелограмма равны 6 и 4. Стороны равны

Глава 2. § 2.1

зт60° зт 6 0 (
2 л/з + 14 . а 2--------. Указания. Определить площадь АЛОВ, в котором извест-

4
ны три элемента — сторона а/2 и два угла. Показать, что 8 ^ ^  =48А0В.

5.156. Указания. Через одну из вершин меньшего основания трапеции 
проведём прямую, параллельную её второй диагонали (см. решение 2 за­
дачи 6 данного параграфа). Высота полученного прямоугольного треуго­
льника есть среднее геометрическое длин оснований трапеции.

6. 71з. Указания. ААВБ — равносторонний, ВБ = 6, ВО = 3. В АВОЕ 
определены три элемента, поэтому по теореме косинусов находим ОЕ.

7. ос +агс1&(71;&сс). Указания. Пусть ЬО = а, тогда КО = За. Из равенства 
углов АКИО = АОИМ = АКОИ следует КИ = КО = За. Обозначив 
АКИ0 = у> получим АКЬЫ = у-ос; АКЫЬ = у+сс. По теореме синусов в
АКЬЫ: . За— -  = . 4а— откуда 1 у̂ = 7^ а .

81п(у-  ос) 81П(у + ОС)
8.319. Указания. По т. Пифагора МВ = 24. АРМ 8 подобен А ОМЕ. Поэ­

тому РМ = 5, М8 =12. Площадь равна полу произведению диагоналей.
9. 30°. Указания. Т. к. 8В0А • 8С01) = 8А01) • 8В0С (и то, и другое произведе­

ние равно -АО ВО СО' ВО- з т 2 ос, где ос — угол между диагоналями), то
4

8А0В =30, поэтому з т  АВАО — —, а значит, угол равен 30° или 150°.
2

10. 36 или 8л/19. Указания. По теореме косинусов КМ =27409, далее по
12л/2теореме синусов з т  АЬМК = ~^==. Т. к. з т  АМКЫ -  з т  АЬМК, то опять по

12_\/2 12-\/2 
теореме синусов з т  АМЫК -  ^  . Поэтому з т  АЬМЫ = ^  и по теореме

косинусов для АЬМИ находим ЬЫ (при этом знак косинуса неизвестен).
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Глава 2. § 2.2
1. л/3 / 2 .  Указания. АВСВ — прямоугольник (доказать).
2.3. Указания. Продолжить АЕ до пересечения с прямой ВС в точке М. 

Тогда СМ = АП, АВ = ВМ.
3. 4. Указания. Используя свойство биссектрисы угла, пересекающей 

прямую, параллельную одной из его сторон, доказать, что РС = СЕ = СМ.
4. 2. Указания. Искомый радиус является высотой в прямоугольном 

треугольнике с вершиной прямого угла в центре вписанной в трапецию 
окружности и гипотенузой АВ.

5. 10. Указания. Сначала из условия найти площадь ААВС, затем пло­
щадь ААСП. Зная высоту последнего треугольника, найти АП = 12.

6 . 10°. Указания. Если обозначить искомый угол через а, то 
АВМ А = а + 20°, а равный ему АВАМ =40° -  сс.

7. 40; 60. Указания. Основания относятся как 2 :3 .
8. 12. Указания. Сторона ромба равна 10. Половина диагонали нахо­

дится по теореме Пифагора.
9.2у[2 • (л/3 + 1); меньше. Указания. Четырёхугольник, образованный при 

последовательном соединении середин сторон, является параллелограммом 
с перпендикулярными диагоналями, т. е. ромбом. Поэтому АС = ВВ. Угол 
между АС и ВВ равен 105°. Площадь находится как полупроизведение диа­
гоналей на синус угла между ними.

6310. — . Указания. Из отношения площадей в условии следует: АЕ = а, 
25

ВР = 2а, ЕП = За. Поэтому РС = 2а. Из подобия треугольников получаем
РЫ РС 2 РМ ВР 2 „  8ШЫ 4 =---- = - и  = ------= - . Поэтому -  ----- =— .ЫВ ЕВ 3 МЕ ЕВ 3 8РЕ1> 25

Глава 2. § 2.3
1. 25. Указания. Выполнив построение 2, свести задачу к определению 

площади прямоугольного равнобедренного треугольника с гипотенузой 10.
2. Указания. Достроить трапецию до треугольника (построение 

4
4). Показать, что АС — его высота. Тогда искомая площадь равна разно­
сти площадей двух подобных треугольников.

2 оЪ3 . ----- . Указания. Воспользоваться свойствами 1 и 2.
а + Ь

4. ———. Указания. Рассмотреть два случая: а >Ь и Ь > а. Длина иско-
2

мого отрезка равна разности длин двух отрезков, каждый из которых яв­
ляется средней линией соответствующего треугольника.
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5.1:6. Указания. По условию ВК  = 2а, КС = За. Т. к.---- =----- =------=

ЕЙ АГЕ ДТП 2
то Е Й =4а, АЕ = За. Поэтому КЫ = 2Ь, АГЕ=4&, К М  =МЕ=ЗЬ , МАГ = Ь.

6 .18 /(25  + 2д/Г30+л/445). Указания. Выполнить построение 3. В обра­
зованных прямоугольных треугольниках выразить катеты через высоту

18трапеции. Определить высоту из условия АП = 4, она равна —. Вычис-
5

лить длины диагоналей трапеции, после чего найти стороны АСВЕ. Иско-
мый радиус определить по формуле г = —, учитывая, что в А СВЕ высота

Р
равна (пятая часть высоты АВС Б).

7. 19/44. Указания. Достроить трапецию до треугольника 5ПС. Если 
обозначить площадь ЗАВ через 8, то площадь 5ПС будет равна 45. Тогда 

4 10 40площадь ЗРЯ равна 581)С = — 5. Поэтому площади четырёхуголь-
6 14 21

19 44ников АВЯР и СБРЯ соответственно равны — 5 и — 5.
21 21

8.10/3. Указания. Достроить трапецию до треугольника 5АП, перенес­
ти на него все известные пропорции и вычислить его площадь (она равна—

3
площади трапеции). Площадь ААР Б равна -  площади АА5П и равна 10.

4
Для получения искомой площади найти ещё отношение РЯ • ЯБ.

9. 9,6. Указания. Продлить ВЕ до пересечения с АП в точке Р. Тогда из 
подобия АВОС и ААОР следует: АР = 9, ПР = 1, а из подобия АВСЕ и

СЕ 6 2 2 6
АЕРБ: —  = -. После этого: 8 ^  = ~ 8 АСЕ = -  - 8 асо.

10. 42^51 д2. у казания Провести дополнительное построение 2. Угол
625

, 7алмежду двумя известными сторонами (а и — ) в получившемся треуголь-
5

•О  7а -нике находится с помощью теоремы синусов а • зт2сс = зшсс.
5
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Глава 2. § 2 .4

1. 12. Указания. Если провести диагональ АС, становится ясно, что 
площадь АБСП в два раза больше площади АМСК .

2. 2, 3. Указания. Обозначив через х и у площади искомых треугольни­
ков, написать замыкающие соотношения: х + у + 6+1  = 12, х - у  = 1-6.

3.1. Указания. Доказать, что А1ЕРМ — параллелограмм, и поэтому точ­
ки N  и Е также являются серединами соответствующих сторон АВ и ВС.
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4. 1 : 3. Указания. Используя метод сравнения площадей треугольни­
ков, доказать, что ВС || АВ и ВС = АЕ.

5. й/3. Указания. С помощью сравнения площадей треугольников до­
казать, что МВ = ЫВ, МЫ || ВВ, МВ=2АМ.

6. — . Указания. МЕ найдём по теореме косинусов из АМСЕ, в кото-
12

ром из условия легко получаем два элемента: МС и угол ВСА. Третий эле­
мент ЕС необходимо найти. Из подобия треугольников АЕМ и СВМ нахо­
дим АЕ = , поэтому из отношения площадей следует ВЕ = ЕС =

7. 3. Указания. Зсов = 3А0В =9. Обозначить Звос = 31, 3А0В = 32. Замыка­
ющие соотношения: ^  + 6>2 + 9 + 9 = 48, Зг ■ 32 =9 9.

8. —. Указания. Зквь = — 3АВЬ = ~ ~ 8аво ~ 8авсо»8вмь = т, 8всь= т 8авсо•
6 3 3 4 24 2 4

9. 12. Указания. Если последовательно соединить середины сторон че­
тырёхугольника, то получится ромб с диагоналями 2 и 6.

10. 24. Указания. Из подобия треугольников ОЕС и ЕЕА следует:
ОС ОЕ ЕС 2 л 0 =----=----- = - .  Обозначить площадь АЕЕ через 8 , тогда 3АСЕ=23,ЕА ЕЕ АЕ 1
8авс =Ь8- Поэтому 8 = 1 ,  8ж  =6, 3 ^  =12.

11. 0,8. Указания. Если обозначить точку пересечения СБ и АМ через 
N. а площадь трапеции через 8 , то Злвс = %  8АСО=4%  8 ^ = 3 %

®асы =® Л Дя-лее из подобия: = —АСМ = .АСМ 74 75 720 АО Ш) 8АЫО 20 3

Глава 3. § 3.1
1.0°. Указания. Сравнить длины хорд АВ и БЕ.
2. л/З. Указания. ЕАВБ = /.ВВС =30°. Поэтому ЕАСВ = АБАС =30°.
3. -  —П̂ а . Указания. Выразить через а все углы ААВВ, имея в виду,

зт З а
что АО = ВО = В. Затем воспользоваться теоремой синусов.

4. ' Указания. Выразить равные отрезки ЫР и Р(3 по теореме ко-
15

синусов через угол АЫМР = АРМ(2 = а. Тогда соза = —, ЫР = РС? = л/34.
4

5. г/8. Указания. Проведя высоту в равнобедренном треугольнике, основа­
нием которого является заданная хорда, а вершина находится в центре 
окружности, отметить все углы, равные по величине углу между хордой и ка­
сательной. Искомое расстояние вычислить из подобия двух прямоугольных 
треугольников.

6. /А  = / В =30°, /В  = АС = 150°. Указания. Доказать, что ААВС и АВСВ 
— равнобедренные.



7. 55. Указания. По теореме Пифагора найти КС, затем воспользовать­
ся подобием треугольников ВКС и АКЛ (соответствующие углы равны). 
Площадь равна полупроизведению диагоналей.

1538 . ---- т=. У казания. Обозначить АЬКМ = АЬЫМ = а и АКЬЫ =
16л/35

-АКМЫ = р. С помощью теоремы косинусов записать двумя способами 
длину ЬМ (по аналогии с задачей 9), найти созсс; аналогично, записав 
дважды КЫ, найти созр. После этого выразить зтАЬРК = зт(сс + р).
Второй способ решения: треугольники КЬР и ЫМР подобны с коэффи­
циентом подобия 3:5; обозначаем КР = Зх, РЫ = Ъх, ЬР = 3у, РМ = Ъу.

51 27При этом Зх + Ъу = 7, Зу + Ъх = 6. Находим ЬР = —, КР = — .

9.30°. Указания. ВЬ иАМ  — высоты в ААВС, поэтому АСБМ подобен 
АСВА с коэффициентом подобия к=соз АС (докажите). С другой стороны,

5 1к2 = - св-- = - .  Учитывая, что АС острый, его величина равна 60°. Тогда ис-
6 СВА ^

комый угол равен 30°.

10. Указания. Из параллельности хорды следует, что трапе- 
Ь

ция равнобокая. Её площадь равна р-К=21-К (здесь р и I соответст­
венно полупериметр и боковая сторона). Из подобия несложно полу-

2 К Ь чить: —  = — .I 2 В
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Глава 3. § 3.2

1. ^2 / 3 .  Указания. Используя теоремы о сумме углов вписанного
в окружность четырёхугольника, о дугах, стягиваемых равными 
хордами, свести задачу к расчёту ААВБ с тремя известными элемен­
тами.

2. 28/5. Указания. Доказать, что точки А, Ь, Е и С лежат на одной 
окружности, после чего обосновать подобие треугольников АЛО и ОЕС, 
ЬОЕ иАОС.

3. 5. Указания. Доказать, что АКМИ — правильный со стороной 
КМ = л/19. Далее по теореме косинусов из АКЬИ найти ЬИ.

4. л/7. Указания. Доказать, что для вписанного четырёхугольника 
с взаимно перпендикулярными диагоналями выполняется равенство 
АВ2 +СЛ2 =ВС2 + АЛ2 =4К2, где К — радиус описанной окружности.

5. 1. Указания. Обозначив ЬМ = а, получим КИ = За, КЬ = МИ = 2а 
(доказать!). После этого выразить высоту трапеции и её площадь че­
рез а.
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7 л/356. —-—. Указания. Трапеция равнобокая (доказать), нижнее основа­

ние равно 7 (доказать). Показать, что искомый пятиугольник состоит из 
четырёх равных прямоугольных треугольников с катетами ^  и

7 .2л/3. Указания. Показать, что углы ОМС и ОЕС — прямые. Поэтому 
исходный треугольник — правильный.

8. 2/3. Указания. Описать окружность вокруг АВМР. Показать, что 
ААВС — равнобедренный и в АРСВ имеем отношение: РС : СВ = 1 :2 .

9.90°; 20°. Указания. Построить точку Д , симметричную О относительно 
АС; показать, что Д  принадлежит окружности, описанной вокруг ААВС. По­
этому /АРС (Р — точка пересечения АО и ВС) равен 180° -  /РАС -  /АСВ = 
180° ~/СВВг - /АСВ = 90°. Затем воспользоваться соотношением: 
АО АН = ----- = \,%/АВН (следует из подобия треугольников АОЛ и ВНС).ВС ВН

10. 2(л/б-л/2). Указания. АОВМ = + АСВМ = ^  + АСОМ =

—  + —  + — =90°. Кроме того, АВОС = 180° -  - В + АС = 180° -  
2 2 2 2 2

ВС 2= 105°. Поэтому ОМ =2К -
з т  105° з т (б 0° + 45° )

Глава 3. § 3 .3
1.2. Указания. Искомое расстояние — медиана ВМ в ДВО^ или сред­

няя линия в трапеции Д О Д Д , т.к. точки В и М (середина являют­
ся центрами окружностей, описанных вокруг прямоугольных треуголь­
ников АД Д  и ВОг02 соответственно.

2.1. Указания. Доказать, что окружность, описанная вокруг ААВС, яв­
ляется вписанной в прямоугольный ДО^Од. 

а ал!33. — ± ----- . Указания. Рассмотреть два возможных случая — когда
2 6

вершина треугольника лежит внутри квадрата и вне его.
4. 10. Указания. Построить характеристический прямоугольный треуго­

льник, в котором известен один катет и отношение гипотенузы и второго ка­
тета. Заметим, что при этом не имеет значения, пересекаются ли окружности, 
касаются ли они или же не имеют общих точек.

5. 7. Указания. Обозначив через г — искомый радиус, через А, В — точ­
ки пересечения окружностей с С\0 2, через Оэ — центр вписанной окруж­
ности, через С — середину АВ, получим: ОгА = АВ = 16, АС = 8, 0/7=24. 
Тогда из прямоугольного АО^Од: (32 -  г) = 242 + г2.



6. а) 30°; б) 3 + л/ЗЗ; в) б(л/3 + л/ГГ). Указания, а) Если О — центр тре-

^АОВ 180°-120° , ЧТ)тьеи окружности, то ААСВ =-------- = --------------- . 6) Радиус г находит-2 2
ся по теореме косинусов из А0г020  со сторонами 6, г - 2, г -4 и  углом 60°. 
в) Искомая площадь находится как 8ОАВ - 8 00 0 + 8ОАВ.

7. 2л/3 -2 . Указания. Высота ЛС прямоугольного треугольника С\02Л 
находится как -\ОхС • С02 = л/2-6 = 2л/3. Т о г д а Л =4,02В =4л/3. Далее вос-

„ а+Ь-с 8пользоваться формулой г = -----------(или г = —).
2 р

8. -— Указания. Обозначим искомый радиус через х , центр впи-
3

санной окружности через Ог, а его проекцию на ОА через ДО. Тогда 

ОДО = д/(2+ л:)2 - х2 =2л/1 + х. С другой стороны, х = (ОА-ОДО)•
2

2 4л/3------------------------------------------гт------гУчитывая, что ОА = , получим уравнение: 4 -  За; = 2^3(1 + х) .

9.4л/3 + Юл. Указания. Треугольники АКБ, ВМО (здесь О — центр боль­
шей окружности), МКВ — прямоугольные. Поэтому МВ= =2;

соз 15
МО = = 2\/3 (докажите, что ^МОВ = 30°). Нужная площадь нахо-

Ьё30°
дится как сумма площадей двух равных прямоугольных треугольни-

5
ков МОВ и ДООВ и площади сектора (он составляет -  площади большего

6
круга).

10 . ———. Указания. Обозначим центры первой и второй окруж-
^ (л /3 -1 )

ности через 01 и 0 2. Показать, что точки01, 0 2 и Л лежат на одной прямой 
и при этом Ох02 = 2л/2. Из характеристического треугольника найти 

7б-л/2 д/3-1з т а  =---- у=— =------- (здесь а — угол между 01Л и АЛ). После этого, по-
2л/2 2

АЛ 12казав, что ВС + АЛ = СЛ, получить = СЛ • л/б = — л/б = —
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1. 16. Указания. Из условия и теоремы Пифагора следует, что 
а2 + Ъ2 = с2 =400.

2. 25л. Указания. Решить систему уравнений: — =24; а + 6+ с=  24;

а2 + Ъ2 = с2. Ее решение: а = 6 (или 8), Ъ = 8 (или 6), с = 10.
3. 12. Указания. Медиана равна половине гипотенузы; катеты обозна­

чим 2х и Зх. Тогда 4х2 + 9х2 = 262, х = 2л/13.
4. (1). Указания. СВ=2; СП находится по теореме косинусов для А СВ Б.
5. д/2рд -  р; ^2рд -  р + # -  ̂ 2рд. Указания. Условие задачи означает, 

что Ъ + с = р; а + с = <? (а,6 — катеты; с — гипотенуза).
6. 3. Указания. Гипотенуза равна удвоенному радиусу описанной 

окружности.
7. 12. Указания. По теореме Пифагора: х2 +52 = (лс-2 + 3) 2 (здесь х — 

искомый катет).
5Г

8. 6г; —. Указания. Обозначим катеты 5а и 12а. По теореме Пифагора: 
2

(5а) 2 + (12а) 2 = (5а -  г + 12а -  г)2. Для записи гипотенузы воспользова­
лись теоремой о равенстве отрезков касательных. При этом 5а >г.

9. (1). Указания. Гипотенуза равна 10. Обозначив один из катетов через 
х9 показать, что по теореме о касательных второй катет равен 14 -  х. Тогда 
х2+(14-х)2=102.

10. 270. Указания. По теореме о биссектрисе угла треугольника: 
— = ̂  = ̂  (здесь а и Ь = 10 + 26 = 36 — катеты; с — гипотенуза); поэтому:

(5*)2 +362 =(13л;)2.

1 1 .1 ^ = 2 9 ^  см2. Указания. Гипотенуза прямоугольного треуголь­

ника ЕБС с катетами 4 и 3 равна 5, а острый угол равен Ц, где р = /ЛВС.

Находим последовательно з т  —, соз—, з т  (3, соз (3, БС, АС и искомую площадь.
2 2

12. 6. Указания. Последовательно находим АС = 475, АВ = 9, ВР =
2

Треугольники АВС и ПББ подобны.
13. 90°; агсзт-; а гсзт -. Указания. Записать теорему Пифагора для

5 5
треугольника со сторонами а а, а + й.
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л/1314. 2 и 3. Указания. Из прямоугольного ААМН находим АМ   (поэ-
2

тому ВС = 2АМ = л/13), МН = —^=. Поэтому НС = - Д= (для определённос-
2л/13 л/13

ти принято, что АС < АБ), АС = 2 (по теореме Пифагора).
3 415. а) агсзт-; агсзт—; б) 12. Указания. Решить уравнение:
5 5

(а + с?)2 = а2 +(а -^ )2.

16. агссоз-^. Указания. Обозначив АКМВ через а, а АМКЬ через р,

2 л/2 1 л/2получим по теореме синусов =----- ; ---------     = ------------ ----------- -. Поэто-
з т а  зт р  зт (90°-а ) зт(90°-р)

л/2му зт р  = — з т а ;  со8р = л/2соза. Отсюда 1=соз2р + з т 2р = 

2соз2 а + ^ з т 2 а, и, значит,соз2 а =-.

17. л Указания. Если а = р - у и а  + р + у = 180°, то р =90°. Поэтому V 4 — 7Г
с2

I2 +Ь2 = с2 иЬ2 + с2 =2 • п—. Примечание. Эта задача предлагалась в 1977 г. 
4

на вступительном экзамене факультета ВМК МГУ им. М. В. Ломоносова.
18.40. Указания. Треугольника со сторонами 100,40,40 не существует.
19. 2 см. Указания. Если а — боковая сторона, то ^ а2 зт120° =4л/3;

л тт ь 120°а = 4. Поэтому п = а- соз------ .
2

20. К2 л/3. Указания. Показать, что половина угла при вершине равна60°.
21. а) АА = АС =агс1&3, АВ = п -2агс1&3; б) 4. Указания. Провести через

3 осВ медиану ВН, обозначить ИН = х , тогда НС = АН = х , ВИ=2х, 1&А = —
х

= 3. Учитывая, что ЫМ = х и ИМ1ВН, получим — • 2х • х =4, т. е. х =2.
2

22. а) 4; б) 4^л/5 + 2 .̂ Указания. Обозначив ИЬ = х, получим из теоремы о
.  КМ Ш  4 + х 4 _ . г- 0биссектрисе:------=----- или-------= —. Отсюда х =2у5 - 2.

МЬ ЫЬ 4 х
5

23. -  см. Указания. Расстояние от середины основания до точки пересе- 
4

10 25чения биссектрис равно — , а до точки пересечения высот — — .
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80°24.70°. Указания. Если обозначить АВ = АС = а, то ВС =2 а з т ----- . Тог-
2

л/гп ип зтЗО0да по теореме синусов М С  = ВС •
зт(180° -30° -10°)

25. 150°. Указания. Если обозначить /К Ь О  = а , КО = ау то
а _г а зт40° „ азт20°ОМ  =----------, ОЬ =--------------    , а, с другой стороны, ОЬ =---------- .

2зт10° 2зт10о8т(80о-а ) э т а
Поэтому 8т40о8 т а  = 28т10°8т20о8т(80°-а). Отсюда а =10°, /К О Ь  = 
180о-20°-10о = 150°. Более короткий способ решения показан в предыду­
щей задаче.

26.1. Указания. Обозначить /А С В  = а. Выразить через а последовате­
льно Г)Е, /.ВАСу /Г)ЕА  и АО (последнее из теоремы синусов в ААОЕ).

С Н / л
27. 3. Указания. = —  = г / * ? 45 = л/3.

ВН  < %  60»

28. 0,0576. Указания./) = а +--~ — = 28; 8. =84; г = — = 3; К = —
2 р 48

= 12,5.
ВС АС29. (3). Указания. Из теоремы синусов-------- =---------находим

81П / А  81П / В
81П / В  = 1. Отсюда / В  = 90°, / С  = 30°.

30. л1ь(Ь + с). Указания. Из теоремы синусов  ̂ =---- -— г нахо-
 ̂ У ’ 8Шр 81п(180 -Зр)

ДИТСЯ 81112 Р =  — ----- .
4Ь

31.120°. Указания. Применить теорему косинусов к каждому из двух 
треугольников, на которые медиана разбивает исходный треугольник.

3 ^ 5
32 . ------ . Указания. Площадь исходного треугольника выразить по

4
формуле Герона. Использовать 8АВЕ = -----------------------------& авс

АВ-АС

33. — ^  ^  ■■=>/в + Зл/3. Указания. Показать, что в треугольни-
2811115 л/3-1

ках АВК  и ВСК углы, противолежащие их общей стороне ВК 9 связаны 
соотношением /В А К  + /В С К  =90°. Поэтому, записав, для каждого из 
этих треугольников теорему синусов, получим искомую длину.

34.16. Указания. Провести ВС 11 АР (О е [ВС]). Тогда ЕО = ВВ, ОС = ЕО 
(теорема Фалеса).
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36. а) 1 : 3; б)агсзт-^=. Указания, а) Обозначив 8ЕВ0 =8, обосновать

35. Указания. Если провести АР 11КЕ (Б е ЕС) и обозначить ЕС = а,
а АМ ЕР 1то ЕР =—, ВЕ = За. Поэтому----- =  = — . Ещё проще воспользоваться
5 МВ ВЕ 15

теоремой Менелая.
1

цепочку равенств = Б, 8В0Р =80РС =28, 8 ^  =128, б) Выразить через 
переменные х = ЕО и ос = АОСА все стороны и угол ЕСА в АЕОА, после чего 
записать теорему косинусов для этого треугольника.

37.1; 5/2. Указания. Обозначив КВ = х, ВВ = у, по теореме о биссектри-
5 /3 +  л; у 5 /3  5се имеем: —------- = — и ------=----------. Найдя х и у, приходим к выводу,

5 5 /2  х 5 /2  +у
что треугольник — прямоугольный.

2
38.1)60°; 2) —[=, Указания. 1) Напомним, что угол между биссектриса- 

л/З
ми и соответствующий угол треугольника связаны между собой (см. § 1.4) 
и эту связь нужно уметь выводить. 2) В задачах, где известны несколько 
углов, часто бывает разумно сконцентрировать внимание именно на уг­
лах, найдя те из них, которые возможно. Так, в нашей задаче несложно 
определить АРСА, АРВЬ (заметив предварительно, что точки Р, В, Си Ь 
лежат на окружности), АВРС и, как следствие, АСРЬ, а также АРАС. В 
результате получим, что ААВС -  прямоугольный.

5л/з ( л/6 + 1) 75л/з
39. ---------— или . Указания. Стороны треугольника равны: 5;

2 38
2х и Зх. Напротив тупого угла может лежать как сторона 5, так и сторона 
Зх. Неизвестная х находится с помощью теоремы косинусов.

40.2 -  у/2. Указания. Обозначив АВ = х, получим РВ = 4 -  2х и по теореме
. п

4 2х Р̂ ) 51П
о биссектрисе =---- = -----(последнее соотношение можно доказать,

4 ЯВ з1п 3д
4

например, используя равенство площадей треугольников РОА и ЯВА).
41.25л/3; 75л/3. Указания. Выразить через а = АСВАуглы АВВА, АВВА 

и показать, что треугольники СВА и ВВА подобны, откуда АС • АВ = 102.
Теперь 8 ^  = ̂ АС• АВ*зт 120° =25л/3, а площадь АВВС равна сумме 

2
площадей АСВА, АВВА и ААВС и равна 25л/3 + — з т  120° ■ АВ • (АВ + АС).2
Она минимальна при условии АВ + АС =2>/АВ* АС =20.
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42.60. Указания. Т. к. ВР — биссектриса ДМВС, то ВМ = Зх; ВС = 5х.
Отсюда (Зя)2+ 82 = (5 х ) \  и х = 2. Если АМВР = АРВК = - ,  то АРСК =

2
90°-а , АСРК = АРКС = 4 5 °+ -, АМРА = 4 5 °+ -. Отсюда АМ =2 2

4 5 °+ “ ]= 9 ,5 лвс=-АВ'МС
2 2

Зл/243. а )  ; б) 4:9. Указания, а) Из теоремы косинусов находим
2

соз/АВС = -. Теперь МЫ находится из теоремы косинусов для АМВИ. б) 
8

Провести ЬЕ || МЫ, СР || МЫ, (точки Е и Р лежат на АБ). Тогда
АЕ АБ 3 ВМ ВЫ 2 3 ^  3 =---- = -  = 1 ------ = ------= - ,  а поэтому РМ = - ,  АР = АМ -РМ =-,
ЕР ВС 3 РМ N0 3 2 2
АЕ = ЕР = - .  Искомое отношение равно отношению ВМ :МЕ.

44. 25. Указания. Если обозначить через О точку пересечения медиан, 
то АО = 10/3, а площадь ДАОС равна 25/9.

45.14. Указания. Расстояние от точки К до сторон равно 3. Поэтому пло-
МЛГ 3 ЬИ 3 щадь треугольника равна —  ---- 1- —-—.

л/З46. —  см2. Указания. Проведя МЬ 11 АН до пересечения с ВС в точке Б, 
4

получим МЬ = — и з т /МВЬ = -. Значит, /.МВС =30°, /ВОН =60° (О -  
2 2

точка пересечения АН и ВМ). Поэтому Б = -  ВН • АН - з т  /ВОН

- 1 „ Д
2 2

47.1) 2^5; 2) 2^5-. Указания. Обозначим: М — точка пересечения АА. и 
10 30

ССг; N — точка пересечения АА1 и ВВг; Б — точка пересечения ВВ1 и ССХ;
/В А С  п ААБС ^ й о 1 тта = —-— ; р = —-— . Тогда зтр  = соз2а = —. Далее последовательно нахо­

дятся соза, зта,созР, СС19 А С 1У АМ, АЛГ, СХМ , БС. Искомые площади на­
ходятся по формулам: 5̂  = - А М  АС  -зт а , 3 2 = - М И  • М Р  б ш /Ы М Р ,

2 2

причём МЫ = АN -АМ , МР =СС1 -С1М-СР, АЫМР = ААМС1 = “ -« •
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48. Указания. Пусть АМ -  высота,
л/15

АN -  медиана, ЯИ -  серединный перпендику­
ляр к БС. Тогда из подобия следует 
НО АО 2 ^ =  = - .  Если теперь провести высоту иОЯ ОЫ 1
медиану из вершины Б, то аналогично получим
НО ВО 2 . _7 . .  . = ------= -  (здесь N. — середина АС, Ял —
ОЯ, ОЫг 1 1 ^
точка пересечения НО и серединного перпенди­
куляра к АС). Это означает, что точки Я и Яг совпадают, а значит, Я — 
центр описанной окружности. Поэтому фБ, ЯВ -  радиусы (причем АБ -
* /л пП ™ ч Я** °Я  1 ^Б  ЕЯ 2биссектриса /А у т.к. дуги ВО и БС равны), = ----- = —, ----- = ------=—.АН НО 2 АН НЕ 1
Значит, Я№ = соз а = ^ (здесь а = /.ВАС = /БЯС). Если обозна-

4 ОБ 4

читьр = ̂ Б, то /С  =р + 30°, и 5 ж  --А В  ВС • зт р  = 

ВС2 (созЗО0 -соз(2р + 300)):

1
2 
БС2

БС2 • зт(р + 30° )• зт р
2 • зш а 

(созЗО0 -соз(180° -  а)).
4 • з т  а 4 7 4 • з т  а
49 .30°, 30°, 120°. Указания. Условие означает, что Я№ = ЯЕ = а> ЯР = 

ЯМ = 2а, а углы РЯМ и ЫЯЬ равны.
50. 45. Указания. Если обозначить стороны как а -й у а, а + йу то пери­

метр равен За, поэтому а <20 и, значит, КМ = а + (1= 21. По теореме сину- 
КМ л/з

СОВ 81П / Ь  =  '- = —  и, ввиду того, что /Ь  
2К 2

наибольший угол в треуго­

льнике, /Ь  =120°. Далее по теореме косинусов: й = — а.
5

Зл/б51.-----. Указания. Обозначим вершины квадрата через Б, Я* Т, К (Ре АБ,
2

феБС). Медиана ББ пересекает РО в середине — обозначим эту точку N. 
Тогда N0 — перпендикулярно основанию АС, пусть N0 пересекает АС в 
точке К. Т.к. N0 = ОКу то ВМ = МНУ т.е. М — середина высоты. Поэтому 
площадь искомого треугольника равна четверти площади треугольника 
АБС, которую находим по формуле Герона.

52.10. Указания. Если ху у — высота и ширина прямоугольника, то из
подобия следует У Ъ-

Н
-. Поэтому площадь прямоугольника равна

Ъх(Н-х) Нху =---------- -. Максимум достигается при х =—.
Н 2
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53.28. Указания. Наибольший периметр у равнобедренного треугольника.
54. Указания. Построить Ь и угол А. Провести биссектрису угла А и на 

ней по известному радиусу найти центр вписанной окружности. Постро­
ив окружность, провести к ней касательную из точки С.

55.10. Указания. Площадь равна а2 з т В  = 320, поэтому сторона а ром­
ба равна 20. Далее находим СН = а зтВ = 16, ВН = асозВ = 12,
СК ИС 5 „  В = -----= - .  Или, по-другому, СК = а • —.КН ВН 3 2

л/756. — . Указания. РС2В8 — прямоугольник, диагональ которого равна
2

разности сторон параллелограмма.
3 АС 357. - .  Указания. Провести АС||Мф, СеМВ. Тогда = Поэтому

АМ _ АС _ 3/8 • ЫР _ 3 АМ _ 3
МЫ ~ ЫВ ~ 5/8• ЫР ~ 5’ И АМ ~ 2

58. (5). Указания. Стороны ААЕИ пересечены параллельными ВС и АО,
РС ЕР 7 ВР 3 ^  0 8 0 3 5 7 5значит, = -----= — , ---- = - .  Поэтому 8лсп = —; 8ЛРР = ------- ; 8 АУГ  ------- ,АВ АЕ 10 РС 7 ЛС1) 2 **** 10 2 10 2

3 5
где 5  — площадь параллелограмма. Отсюда = Ю 2 = — .

Затси 17
10 2 2

59.2д/5 и 2л/29 см или 0,4л/б и 5,2л/б см. Указания. Т. к . = 2Вавв> то
8И1А

Б1) = 2л/108тА. Из теоремы косинусов для ААВ1) получим квадратное 

уравнение относительно соз А, решения которого соз А = ̂  и соз А =

60.1320. Указания. Расстояние между АВ и СИ равно 5 + 6 = 11. Поэтому
АВ + ВС + АС8АВСВ = АВ-11. С другой стороны, 8 ^ = 2 8 АВС = 2---------   г

= (АВ +АВ+12 + 12)-5.
61 .2л/2. Указания. Если г — радиус вписанной окружности, то высо­

та трапеции равна 2г. Тогда боковая сторона равна 4г. Наличие вписан­
ной окружности означает, что сумма оснований равна сумме боковых
сторон, т. е. 8г. Поэтому площадь трапеции равна =8г2 =64.

2
62.6,4. Указания. Искомое расстояние равно длине средней линии тра­

пеции, умноженной на синус угла при основании.
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63. (1). Указания. Высота, проведённая через точку пересечения диаго-
& Ьналей, равна: —1&22,5° + -1&22,5° (здесь а и Ь — основания трапеции). 
2 2

_ а + Ь 2 -д /2Тогда средняя линия равна =-------- -.
2 ^22,5°

64. 9. Указания. Большая боковая сторона равна 5 (равнобедренный 
треугольник).

65. 204. Указания. Боковые стороны трапеции равны 12 и 20; основа­
ния равны 9 и 25.

66. 22. Указания. Из первых двух условий находятся боковая сторона 
и разность оснований. Третье условие после этого позволяет найти мень­
шее основание.

67. 24. Указания. Пусть высота трапеции равна к. Тогда большая бо­
ковая сторона равна 2Л, а основания равны х и лг + Лл/З. При этом 
3к + Лл/З + 2х =24. Максимум площади достигается при к = 4.

0
68. -л/10. Указания. Провести через вершину меньшего основания 

7
прямую, параллельную диагонали. Тогда искомая высота будет высотой 
в треугольнике с основанием 14 и боковыми сторонами 13 и 3.

69. 4 см. Указания. Обозначим основания трапеции через а и Ь, дан­
ный отрезок через с, высоту трапеции через к. Тогда из подобных треуго­
льников доказывается соотношение с = . Находим а = 10, а затем к .

а + Ъ
70.150. Указания. Доказать, что длина отрезка, соединяющего середи­

ны оснований трапеции, равна полуразности оснований.
5

71. 3. Указания. Если И — середина БЕ> то МИ = -  . Т. к. /.МЕИ =
2к к

/МЕВ =/ИМЕ, то ИЕ = МИ = - , БИ^ИЕ = - . Т. к. ВИ = ИЕ = МИ9 то
2 2

/ОМЕ — прямой, и ПМ находится по теореме Пифагора.
72. 4. Указания. Провести РС? и Ж  до пересечения. Три окружности ока­

жутся вписанными в три подобных треугольника.
73. д/а(а -Ь). Указания. Следует обратить внимание на то, что угол меж­

ду хордой и касательной -  геометрический модуль, очень часто выводящий 
решение на конфигурацию, в которой присутствуют подобные треугольни­
ки. Поэтому, если в задаче этот угол существует, то почти всегда следует по­
искать один или несколько равных ему углов. В нашей задаче равенство уг­
лов /ВСЕ, /ЕАО и /ЕЕИ углу между хордой ВЕ и касательной ЕЕ сразу



же приводит к появлению конструкции с «вложенными» друг в друга по­
добными треугольниками с общим углом АРЕ.

74. 4^л/б + л/2 .̂ Указания. Если соединить последовательно середины

сторон четырёхугольника, получится параллелограмм со взаимно перпен­
дикулярными диагоналями, т. е. ромб. Значит, диагонали исходного че­
тырёхугольника равны между собой и его площадь равна -Р Е2 • зт165°.

2
4
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Поэтому РЕ =
зт165°

75.90°. Указания. Доказать, что в выпуклом четырёхугольнике АВСП 
середины диагоналей и середины сторон АО и ВС являются вершинами па­
раллелограмма, диагонали которого по условию равны, т.е. прямоугольни­
ка. Стороны этого прямоугольника параллельны сторонам АВ и СП.

76. 4. Указания. Обозначив площади треугольников ВЕС, АЕП и АВЕ 
через , 82 и 5  соответственно, и используя соотношение 5̂  • 82 = В2, по­
лучим: 5̂  + 82 >2л/81 • 82 =28. Это означает, что 5̂  = В2 = 5, т. е. АВСП — 
параллелограмм.

77 .5:9 . Указания. Равенство синусов углов АВП и АСП, опирающихся 
на один и тот же отрезок АО, даёт возможность с помощью теоремы сину­
сов, применённой к одноимённым треугольникам, перевести поиск иско-

81П АВПАмого отношения к определению равного ему отношения , кото-
81П /.СИЛ

рое уже несложно определить с помощью заданных условий и теоремы 
синусов, применённой к ДМКИ и АМСП.

л л л 11 л л 7л 1 11л 178.  или —; — ; агссоз—. ; -------- агссоз—. —■.
4 3 2 12 2 12 2л/п + 6л/3 12 ь /и  + бЛ

Указания. В условии задачи задан не четырёхугольник АВСП, а че­
тырёхугольник с вершинами в точках А, В, С, П. Поэтому нужно рассмот­
реть три разных четырёхугольника: АВСБ\ АСВИ; АВИС.

79. Указания. Площадь треугольника равна 8А=-аЬз т а ,  поэтому
2

Вд <-аЬ <^. Четырехугольник состоит из двух треугольников.
2 2

80. К̂'91г)* ^казания* вписанном четырёхугольнике а + у = р+5 = л.

Поэтому (с точностью до обозначений) углы равны у+М, у+2с2,у + с2, у, 
причем 2у + М = л. Отсюда й е (0; . Искомая сумма равна 2у + Ы = л + 2Л.
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81.22/3. Указания. Если одну из сторон отсекаемого треугольника обо-

функция, поэтому ее минимум достигается при х = 2 и равен — .
3

82. 13. Указания. Из неравенств 151/г<180(л-2)<153л следует
36() 360 <п<-----.
29 27

83. 7. Указания. По теореме о пересекающихся хордах (здесь г -  иско­
мый радиус): (г -  5)(г + 5) = 4 6.

84.13. Указания. По теореме о касательной и секущей находится дли­
на внешнего отрезка секущей: 8. После этого по теореме Пифагора:

85.30°. Указания. Из равенства площадей З^р  = 3АСР и условия следу­
ет: 8ВВр = Здрр, а отсюда 8 ^  = 8ВСЕ, т. е. ВЕ -  медиана в ААВС. Из равен­
ства углов /АВБ  = /ВСБ = /БВС  следует, что ВЕ -  также и биссектриса 
в ААВС9 а значит, АВ = ВС. Поэтому ААВС -  правильный, /АСВ =60°.

86. 264; 504. Указания. Радиус окружности равен 25, расстояние от центра 
до прямой АВ равно 24 (теорема Пифагора). Учесть, что точки А и В могут ле­
жать как с одной стороны от хорды, так и по разные стороны. С помощью тео­
ремы о секущих определить длину отрезка АВ.

87. -/рд. Указания. Обосновать равенство величин углов: /.ЯМА = 
/АЫМ = /ВМИ  = /М ЯВ , из чего сразу же следует подобие треугольни­
ков МРИ и МИЯ-

88. 21°, 8зт69°, одинаковы. Указания. Обозначим через П точку пере­
сечения АМ с окружностью; через Е — точку пересечения продолжения 
МС с окружностью. По теореме о касательной и секущей ВМ2 = АМ • ОМ, 
а по условию ВМ2 = АМ • СМ, поэтому ОМ = СМ. Аналогично АМ = ЕМ.
Значит, АОБМ = АОСМу /АМО = -  /АМС =21°, точки А и Е симметрич-

2
ны относительно прямой ОМ. Т. к. ОМ1АЕ, то /ЛЕМ  =90° -  /ОМ Е=69°. 
Поэтому АС = 2К • 81П /ЛЕС =8зт69°. Углы АОМ и АСМ равны ввиду то­
го, что точки А, М, С и О лежат на одной окружности (т. к. /АОС = 
2/ЛЕМ  = 180°-2/ОМЕ  = 180° -  /АМС).

значить через х, а вторую через у, то х + у + ^]х2 + уг =8, же[0;2) уе[0;5}

Отсюда у = . Поэтому площадь оставшейся части прямоугольника

равна 10 -  —  = 10---- * :
2 8 - х
ху 4 х (4 -х ) 4х2
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89. 300л/3 мм2. Указания. Расстояние от вершины угла до центра 
окружности равно 60 мм, а высота отсеченного треугольника равна 
этому расстоянию за вычетом радиуса окружности, т. е. 30 мм.

90. 18. Указания. Доказать, что А ОАВ подобен АО МЫ с коэффициен-
3 3том подобия-------------. Поэтому МЫ = АВ-------------- =3-2В, где Е — из-

9111 /ЛОВ 81П /АОВ
вестный радиус описанной около ОАВ окружности.

3л/7
91 . ----- г. Указания. Если х — длина хорды, то расстояние от центра бо-2

лыней окружности до хорды равно у = ̂ (2г)2 “ ^7^ * Тогда из треугольни­

ка с гипотенузой, равной менынему радиусу, и катетами, лежащими на
/ \2IX] , ч2линии центров и хорде, следует: — + (г -  у) = г2. Решая это уравнение,

находим х.
92. а) 6; б) 2. Указания. Пусть МЫ — общая касательная к окружно­

стям в точке А — пересекает ВЛ в точке М. Тогда (по свойствам углов 
между касательной и хордой, вписанных углов, вертикальных и т.п.) 
имеет место равенство следующих углов: /АВМ = /ВАМ = /ЫАС = /СЕА; 
/АЛВ = 180° -  /АЛЕ = /ЛСЕ. Поэтому равны и углы: /ВАЛ = /САЕ = 
/ВАЕ (Р — точка пересечения прямой ЕА с другой окружностью). Далее 
из подобия треугольников ВСЕ и ЕС А следует ВС : СЕ = СЕ : АСУ поэтому 
СЕ = л/ВС-АС =6. ВА — биссектриса угла РАЛ, поэтому центр О третьей 
окружности лежит на ВА. Т.к. он лежит и на биссектрисе угла АЛВ, то 
АО:ОВ = АЛ:ВЛ = АС :СЕ=2:3. Поэтому АО = 2.

93.65:144. Указания. Обозначим: г и Е -  радиусы окружностей с центра­
ми М и N соответственно; С — точка касания окружности радиуса Е с отрез­
ком ОА; /АОВ = а. Тогда /ЛОМ = /МОВ = а/2, /N00=90°-а /2 , 
/ИАС =45° + а/4. Из прямоугольных треугольников ОЛМ и ОЫС получаем
г 13дт(а/2) 13, а — г 13 Е— =----------- —  = —  I#—. Далее ОА = —  ---- - =----- , а, с другой сторо-Е 128т(90 -а /2 )  12 2 ^ (а /2 ) 12

Е Е 13 зт (а /2)ны, ОА = ОС +АС= , — ------ ----------- ------ —. Поэтому — = ----------- +
1^(90° -  а/2) 1^(45° + а/4) 12 соз(а/2)

1 + соб(900 + а/2) 1 а 12 х а 5
 --------- г^-=------——. Значит соз—=— , —= — .

зт (9 0 °+ а /2 ) соз(а/2) 2 13 2 12
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94. ^  Указания. Если соединить отрезком центры окружно­

стей, а также точки пересечения окружностей с их центрами, то получат­
ся два симметричных треугольника со сторонами л/3, л/3 и 3. Углы в них 
равны 30°, 30° и 120°. Вписанный круг имеет диаметр 3, а площадь общей 
части считается как сумма площадей двух сегментов (в одном централь­
ный угол будет равен 60°, в другом — 240°).

95. Указания. Радиус вписанного круга равен 1, его площадь равна к.
Утверждение справедливо, т. к. — < к.

83
96. —г=. Указания. Искомый радиус равен высоте ДАОС, две стороны

л/17
3 ккоторого известны, а угол между ними равен — .
4

97. 3. Указания. Гипотенуза треугольника равна2л/3, а один из катетов 
в л/3 раз больше другого.

98.108. Указания. Обозначить ВМ = Зх; МС = Ъх. Тогда НС = МС = 5х; 
АН=10х;АВ=АН + ВМ = 13х.

99.3 + л/3; 2^3 + л/3̂ ; 3^1 + л/3 .̂ Указания.По теореме об угле между ка­

сательной и хордой /ВМЫ = /ВЫМ = =/ЫКМ = 45°. Поэтому
2

/В  = 90°. Аналогично /.С =60°, АА=30°. Обозначив ИМ = х, по теореме
х4% ХТ1Г 2*8ш75° хС& +1)синусов получим КМ = г  ; ЫК =  т= = — -—. По известному
л/2 л/2 2

произведению сторон найдём х3 =Зл/3 -2л/2, поэтому х=л1б. Далее МС =
КС= КМ= =3, ВМ=ВЛГ = ̂ ^  = л/3. Поэтому ВС =3+73,

л/2 V2
АС=2ВС,АВ = 4з ВС.

100.42 см. Указания. АВ :АС = ВВ:ВС = 5 : 4;АВ :АБ = ВО: ОВ = 5 :2 ,
поэтому АС = 2АЕ, а значит ВЕ — медиана, т. е. ДАБС — равнобедрен­
ный.

101. 2/л/4-22. Указания. Доказать, что треугольник прямоугольный.
102. л/3. Указания. АВСВ = /ЭЕВ = 105°, ААСВ = 75°, /ЛВС = 15°. Поэ­

тому /СВЕ = 15°, /ВСЕ = 120°, /СЕВ=45°. Обозначив стороны АСВЕ через
а, Ъ, с, получим — - —-  = ---- -— -  = — -—- = 2Б. Выразив а, Ъ, с через Б, най-

вт15 81П120 81П45
дем выражение для периметра через В.
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л/7103. а)5л/2; б ) - ±  агсзт— . Указания, а) В условии задан классиче-
4 4

ский вариант подобия «вложенных» друг в друга треугольников, б) Т. к. 
МЬ2 = КМ • ЫМ, то Ь -  точка касания ЬМ с окружностью, описанной во­
круг АКЬИ. Искомый угол КМЬ является суммой (или разностью) углов 
ОМК и ОМЬ (здесь О -  центр окружности) в зависимости от того, где на­
ходится центр О -  внутри треугольника КЬЫ или вне его. Сами эти углы 
вычисляются из соответствующих прямоугольных треугольников.

104. — Указания. Из цепочки равенств АОВА = /.ОВВ + АЙВА =
2 зт ^

2
-АСВВ + -АВСВ = ^(180 °-АСВВ) = ^(180 °-АСАВ) = -{АОВА+ АВОА) 
2 2 2 2 2
следует АОВА -  АВОА, т. е. АВ = ОА = а.

105. 4л/3. У казания. Обосновать равенство углов 
АВЬМ = АРМЬ = АЬКМ. Из подобия «вложенных» друг в друга треуго­
льников с общим углом КМЬ получить ВМ =8. МО является высотой в 
прямоугольном АМВЬ с известными катетами.

106.10. Указания. Показать, что прямая, соединяющая центр окружно­
сти с вершиной, — биссектриса.

16л/б107 . ------. Указания. Обозначим: Р — середина АС; АН, СО — высоты.
25

Пусть АР = х. Из подобия треугольников АВР, САО, АСН и известного угла сле­
дует АВ = 5х, АО = 2я/5, АС — касательная (из равенства углов, опирающихся

АЕна дугу АЕ). Далее находится АЕ = СЕ, и из соотношения------------- = 2В нахо-
зш ААБЕ

дится х. Искомый отрезок находится из соотношения СВ ■ СВ =СА2.
108. 2л/б см. Указания. Т.к. /ВВА прямой (опирается на диаметр), по 

теореме Пифагора: АС2 = АВ2 + ВС2 = ( АВ2 -  ВВ2)+  ВС2 =62 - 4 2 +22.
109. 10. Указания. Треугольники АВС и СВВ подобны с коэффициен­

том подобия 3/2.
4л/з110.-----. Указания. А АМИ ~ А АВС с коэффициентом подобия соз а.

3
Поэтому а =60°. Выразив площадь треугольника по формуле Е =-Ъс8та,

2
найдем Ьс. Затем по теореме косинусов (а 2 =Ъ2 + с2 -2Ьссоза) найдем

2 25»(Ь + с) и Ь + с. После этого г =---------- .
4 ' а + Ь+ с
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СЛ111. — . Указания. Доказать, что /АВС равен /МИЛ. Поэтому треуго- т
льники АВС и АЫМ подобны.

112. бл/З. Указания. Показать, что /ОРК равен 60° или 120° (в зави­
симости от расположения точки Р). Доказать, что КР2 =РН РО. Это 
следует из подобия прямоугольных АРНЕ и АРКИ (/И равен половине 
дуги РЕ как вписанный, а /Е  — как угол между касательной и хордой) 
и подобия АРЕК и АРВО.

2л/3113 . ---- . Указания. Квадрат расстояния от точки В до хорды АВ равен
3

произведению расстояний от Б до лучей СА и СВ (см. предыдущую задачу).
9

114. - .  Указания. Из соотношения СА • СР = СВ ■ СЯ следует, что СР = Сф, 
2

а значит, АРЯВ — равнобочная трапеция. Из подобия треугольников СРЯ 
и САВ следует, что 3САВ =27,3АРЯВ =24. Если площадь РЯБ обозначить че­
рез х у то Вявв=3ху Ваов=9х, Врш =Зепв =Зх. Поэтому 
х + Зх + Зх + 9х = 24.

115. 30°; 12(2-а/3). Указания. Обозначим АВ = а, АС=Ь, ВЬ-2ху
АК = Зх, тогда по теореме о секущей х = ~~> АК -  ВК = ВЬ = Из то­

го, что иКЬ = иЬМ (М — точка пересечения АС и окружности) следует, 

что КМ | | ВС. Тогда = ~̂ В ~ теореме синУсов

зш А = -  —, /А  = 30° или 150°. Второй случай невозможен, т. к. тогда
2 В 2

расстояние от КМ до ВС больше, чем от КМ до точки А, что неверно. Далее 
записать теорему косинусов: 42 -  а2 + Ь2 -2а& созЗО0.Отсюда 16 =(а + Ъ}2 -

О  ̂ ь 15 ,  (« + г>)2-1 6  4ВС2 -1 6  48 0 1 ь „ 122аЬ -ао • уЗ, аЬ =-------— = р=— =----------^  и 3 = -аЬ зшА =----- =.
2 + л/З 2 + л/З 2 + л/3 2 2 + л/3

116.7л/3. Указания. По условию АВ > АС, а значит, центр окружности 
радиуса г = 35 (обозначим его через О) лежит на луче БС. Заметим, что, т.
к. АБ — биссектриса, то = -  (здесь а, 6, с — стороны треугольни-БС АС Ь
ка) и поэтому ВБ = а° , БС=-^—. Обозначив /ВАБ = /БАС  = а, 

с + 6 с + 6
/АВС =(3, получим /АБС = а + Р и, т.к. ПО = АО, то /БАО = /АБО= а + р. 
Отсюда ^САО=р, и, значит, треугольники АОС и ВОА — подобны. Поэто-
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ас
АО ВО г т + ВВ г г + с + ъму =---- , или = ---------, или г— =------ . Отсюда следует,СО АО г-ВС г г _ аЪ г

а + 6
/  г . 2\  ,  п аЬс г(сг -Ьг) 35-216что г( с -Ь ) = аЪс, а поэтому К =-----=-—-------- - -= ------- =.
4 '  48 48 4-90л/з

117. а) 25:81; б) площади одинаковы. Указания. АВАВ = АВВС 
= АВРС, АВСВ = АВРВ = ААВВ. Поэтому ААВВ ~ АВВС, ААВВ = АВВС. 
Значит, ААВЕ = АЕВС,т. е. ЛЕ — биссектриса. Поэтому АЕ:ЕС =АВ:ВС

к о рк
= -В В:-ВВ  =— .Т .к . АВЕС = АВАР, то АВ || РС, поэтому 8 ^  = 8^ .  

9 5 81
118. Указания. Если обозначить диагонали трапеции через хну, то

х2 +у2 = 2-32+2-52, а также —■ —=—• |^9-—* 2 2 2  ̂ 2
2 + 8119.4я. Указания. Боковые стороны трапеции равны = 5. Поэтому

2
высота трапеции равна 4, а радиус окружности 2.

120.3. Указания. Если меньшее основание трапеции равно а, а боковая 
сторона Ь, то из того, что угол равен 60°, следует, что большее основание 
равно а + Ъ. Т. к. в трапецию вписана окружность, то а + (а + д) =Ь + Ь. 
Отсюда Ъ = 2а. Выразив через а площадь трапеции, найдем а =2л/3.

121. 50. Указания. Если высота трапеции равна к, то боковая сторона 
равна 2Л. Тогда, обозначив меньшее основание через а, получим из усло­
вия того, что сумма оснований равна сумме боковых сторон: 
а + а + 2Лл/3 =2к + 2к. Отсюда а =/г(2 -  л/3), и для площади трапеции име-
ем:5 = а + а + 2Лл/3 л=2й2=25 

2
1 8 ^

122 . ------- см. Указания. Пусть АВСВ -  трапеция с основаниями ВС и
5

АВ, АВААВ, ОС =4, ОВ =8 (здесь О -  центр вписанной окружности). Тог-
да АОСБ + АОБС =-(ЛВСБ + ААБС) =90°, /.СОВ -  прямой, СБ =а4ъ. Ра- 

2
диус вписанной окружности равен высоте АСОВ, опущенной из точки О,

ОС ОБ &Л „  16л/б ВС + АБ АВ + СБ 18л/би равен----------=----- . Поэтому АВ =------, ------------ = ------------=------- .
СВ 5 5 2 2 5
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124.8+4л/б-10агс8И1 Указания. В трапеции АВСБ основание ВС

123. а) 5; б) 5 2 ^ .  Указания. Если АО = 3, ВС = а — основания трапеции,
5

О — центр окружности, МЫ = 5 — хорда, ОМ1АВ, то 8 т  АМОК = —
2К

5
= ——  (здесь К — середина МА), ^ВАБ = АМОК (углы с соответственно

перпендикулярными сторонами). Поэтому ВБ равно 2К&тАВА1) =

Зл/З • = 5. С другой стороны ВБ2 =Н2 + | з - ~~~~| > гДе  ̂— высота тра-

3-а  5(3- а) 1
пеции, равная  ̂ • 1&АВАБ = * ^тсюда н а х ° Д и т с я  а ~~ и далее

10л/2Н =------- . Отметим, что равенство хорд ВБ и МЫ можно также получить
3

из равенства стягиваемых ими дуг окружности, предварительно доказав 
равенство дуг МВ, СЫ, АМ и ЫБ.

5 У
равно 242. При данных в условии высоте и радиусе центр описанной окруж­
ности лежит внутри трапеции и основание АП равно 2л/3. Показать, что сег­
менты, отражённые относительно меньшего основания и боковой стороны, 
не имеют общих точек внутри трапеции, а сегменты, отражённые относите­
льно большего основания и боковой стороны, пересекаются внутри трапе­
ции. Точки пересечения соответствующих дуг обозначить через М и N и до­
казать, что ВСИМ — квадрат. Поэтому искомая площадь — площадь квад­
рата со стороной 2л/2 без площадей четырёх равных сегментов.

125. (1). Указания. Если О — центр окружности, то ОВ±ВС. А т.к. 
ВС || АБ, то ОВ1АБ, а значит, ОВ проходит через середину АП, т.е. ААВБ 
— равнобедренный, АВ = ВБ = 8. Кроме того, ВС = СП = 5 (отрезки каса­
тельных), АВБА -  АБВС; т.е. ААВБ ~ АВСБ. Поэтому -  = -^ -, АП = — .

' 8 АП 5
1 3126. 15-; 8. Указания. По теореме о секущих АК =5, ЫС = ~. Найдём
2 2

ЬВ-ВМ = х, Б8 =БВ =у. Из известного периметра находим х + у = 10. 
Кроме того, записав двумя способами квадрат высоты трапеции, получим

второе уравнение (7+3 + у)2-  = + ^ + ~~

7 1 1  V-  +  х | . Отсюда 4у + 16=2х -1 .
2 2 2
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127. а) 18; б) ^ ;1  Указания, а) /САВ = /ВСА; С1) — касатель-

иАСная, поэтому ААСВ =------= /АВС. Это означает, что ААСИ подобен
2

^)АСАСВА, /ВАС= /СВА =----- , т. е. АВ — тоже касательная. Поэтому2
АВ2 = ВС • ВЕ, откуда находим ВС = 18. б) Если треугольник АВС со сторо­
нами 12 и 18 существует, то вся заданная в условии конфигурация восста-

„  В АС (18-12 18+12^ (1 5  ̂ „навливается. Поэтому — =  е ---------;---------  = . Следует тольког ВС  ̂ 18 18 ) 1̂ 3 3
исключить случай, когда трапеция вырождается в параллелограмм.

128. л/7. Указания. Ответ легко получить из подобия прямоугольных 
треугольников. Другой способ решения основывается на свойстве вписан­
ного в окружность четырёхугольника с взаимно перпендикулярными 
диагоналями: АВ2 + СВ2 -  ВС2 + АВ2 =4В2 (докажите!).

129. 3. Указания. Из параллельности соответствующих отрезков и 
из того, что четырёхугольник вписан в окружность, следует равенст­
во углов: /АВХ  = /ХСВ  = /ВХС, /ВХА  = /СВХ  = /ВСХ. Это означает

АХ ВСподобие треугольников ВХА, СВХ и ХСВ. Поэтому =-----.ВС вх0 0
130. 4Л З. Указания. Т. к. ------------- -2В  = 10, то 5т/(^РВ =-,

з т  /ЯРВ 5
соз АС1РВ =-, РВ=6---2 =— ,0О=6--=— (О — середина РК). РЯК8 — че- 

5 5 5 5 5
тырехугольник с перпендикулярными диагоналями, поэтому 48 = РВ —̂~. 

Отсюда 0 8  = 10. При этом точки 0  и 8 могут лежать по одну сторону от РВ 

(тогда5О = 1 0 + у = у , Р 5 2= | ^  +( у )  = 16 1 3 >'Р'8:=4^ 3 ) ИЛИП0Раз-

18 32 (24ные стороны (тогда 8 0 = 1 0 ----- = — , Р82 = —  | +
5 5 15

2 / Ч2Л2у |  = 64, Р 8= 8, но точ­

ка 8 лежит на окружности, что противоречит условию),
2 ос131. (Б). Указания. Это прямая у = -  + —.
3 3

(8 + 1 3 + 7132. 5. Указания. Точка М имеет координаты

АМ =(5-1;5-2)=(4;3).

Поэтому
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133. -3. Указания. Показать, что случай, когда медиана, биссектриса 
и высота выходят из одной вершины треугольника, невозможен. Реализу­
ется ситуация, когда высота выходит из одной вершины, биссектриса — из 
другой, медиана — из третьей.

134. 10; 4. Указания. Вершина В имеет координаты (6;-5).
135. (7; 1,5). Указания. Проекции ВС на оси координат в 3,5 раза мень­

ше соответствующих проекций АП.

136. | - - Д
1 5 5

. Указания. Последовательно выводятся уравнения прямой

КЫ и параллельной ей прямой ЬМ. Обозначив координаты искомой точ­
ки через (а; Ь), записываем два условия: М лежит на прямой ЬМ; длина 
отрезка МЫ равна длине КЬ. При этом требуется ЬМ

х137. 36. Указания. Прямая АС имеет уравнение у=—1-2, прямая БП:
2

у=-х+8. Их точка пересечения: Е (4; 4). Искомая площадь равна 
сумме площадей треугольников АВС и БСП минус площадь треуголь­
ника ВЕС. При этом основание ВС этих треугольников параллельно 
оси абсцисс.

138. 13. Указания. АБ = (4+ 1; 10+ 2) = (5;12).
3139. агссоз-. Указания, с =2а + Ъ ={1; -3}. Косинус угла между векто-
5

- - (й’д) рами а и с равен ,.
\а\'\с\

140. агссоз|--^У казания. С одной стороны, а • ^5Ь + с^=5а-Ь + а с  =
/ у \

5|а|-И , а, с другой стороны, а • 5̂Ь + = \а\• |5Ь + с|созх = \а\• 7|ь|созх ,

где х — искомый угол.
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Глава 5
1. (б). 2. (1). 3. 12 + 6л/2. 4. 9 + Зл/З. 5. (3). 6. (5). 7. (4).

1448.3я. 9. Половине гипотенузы. 10.-----= 28,8. 11. 24 см. 12. (4).
5

/85
13. а)1; б)— . 14.24. 15.(3). 16.(3). 17.60. 18.8; 15.

2
19.12. 20.54. 21 .2 (73-1). 22. тс-2 . 23. | .  24.(1).

25.108. 26.96. 27.18. 28.1;1;Тз. 29.7. 30.(4). 3 1 . ^ ^ .
4

7л/15  ̂ ^
32. Либо 8 =-----м2, центр вне треугольника; либо 8 =л/15 м2, центр

15

внутри треугольника. 33.12. 34.^Щ==^~. 35.15.
л/Зл/З

36.60 или 1500 З7.б(з + Т2 + Тз). 38.— . 39.(2). 40.3.
49 V '  12

41.(3). 42.(2). 43.14. 44.6. 45.120°. 47-6‘

4 8 . 49. 102%. 5 0 Л  5 1 . ^ 1 .  5 2 . ^ 1 .
7+713 3 Ь 10
4553. — ; 12; 20; 28. 54.4; 5; 6 или 3; 5; 7. 55. При равенстве всех сторон.
4

56.10 см. 57.(2). 58.28 см. 59. Уменьшится на 9%. 60. Зсм; 4 см.
61.(4). 62.— . 63.— . 64.(1). 65.(5). 66.5. 67.715.

21 2
68.1873. 69.(5). 70.273. 71 .0,8 м; 0,6 м. 72.20072. 73.2.

74. (г). 75.52см2. 76.3. 77. 24^ р . 78.62. 79.105°.

80.90°. 81.120см2. 82.16. 83.(1). 84. Основания: 15 см и 25 см;
14боковая сторона: 15 см. 85.100. 8 6 .— . 87.200. 88.80.

о кл 1 о
89.80. 90.4. 91.— . 92.— . 93.— . 94.18. 95.(8).

10 7 44

9 6 .7 /4 и 49/4. 97 .тс—агсзт-; 3 — . 98.2;3. 99.2715. 100.(4).
3 V 20

101. Отрезок должен проходить через середины АВ и ВС до пересечения с 

внешними границами полей. 102.19%. 103.1. 104.-------- .
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105. л/тга2 + п2. 106.(2). 107.8. 108.90л; или Юте. 109.13. 110.3.
111.10. 112.3. 113.4л/3 и4л/3 (одна хорда); 2>/3 и 6л/3 (две хорды).

116.3 см. 117.1. 118.16 см2.

аЬу1а2 + Ь2 9л/2

_  . 100 25 7114.-----, — . 115. -см .7 4 2
119.720 -2 . 120.12я. 121. 122.

(а + &)̂ й + Ъ + л] о,2 + Ь2 ^ ^

123. 5. 124. 2л/3г2. 125. 10см; 10см; 12 см. 126. ААОВ=105°.

127.42. 128.3; 4; 5. 129.2. 130.15л̂ . 131.90л/3. 132.11.32
133. - .  134. 1 + л/3. 135. а) — ; б) в) 136. з Д

2 13 5 2 V 2

137. а) агсзт-; 784715 138 з 139.273 + 2. 140.10; 10;2710.
8 495

Л141. 8.

146.
О . З л ’281П

10

142. - .  143. агс!;&2. 144. 28.
3

147. 8; 72; 772. 148. 10. 149. агсзт

1572

145. агс!;§4; 17.

л/б -2

150. (3). 151. 80. 152. (2).

156. З Л 5 .
2

157. 8. 158. ^
476

162.32. 163.1/ = - - *  
У 3

1 об

«
|м1

167. 33. 168. 25. 169. (1).

2

159. 5.

154. 4л/3. 155. 12.

160. ^ 1 .  161. 2.
200

170. агссоз ( 49 
50
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налов «АБИТУРИЕНТ» и «Математика & 
Развитие интеллекта: МАТЕМАТ.Ки».

Более 20 лет преподает математи- 
, /<у в лицейских классах при механико-ма- 

тематическо^ факультете МГУ (школа 
№ 25), является учителем высшей катего­
рии, СОросовским учителем. Регулярно 
участвует в проведении вступительных 
экзаменов В МГУ им. М. В. Ломоносова и 
различных олимпиад.
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Игорь Иванович

кандидат физико-математических наук, 
доцент кафедры высшей математики Го­
сударственного университета—  Высшее1 
школа экономики, преподаватель подго­
товительных курсов географического и 
социологического факультетов Москов 
ского государственного университету 
им. М. В. Ломоносова. Автор более ^  ' 

шаучных и научно-педагогических работ, 
ряда учебных пособий по элементарное 
математике.

В течение почти 20 лет преподаё 
математику в лицейских классах (мат< 
матический и , экономико-математиче 
ский профили) при механико-математи­
ческом факультете МГУ им. М. В. Лодоо 
Носова в ГОУ СОШ № 25 г. Москвы, 
является методистом журнала д/11 
старшеклассников и поступающих *■ 
вузы «АБИТУРИЕНТ».
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